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PRAEFATIO. 


Detectis legibus motus planetarum Kkplehi ingenio non defuerunt sub- 
sidia ad singulorum planetarum elementa ex observationibus eruenda. Tycho 
Bkahe. a quo astronomia practica ad fastigium antea ignotum evecta erat, 
cunctos planctas per longam annorum seriem summa cura tantaque per- 
severantia observaverat, ut Keplkbo talis thesauri dignissimo heredi seligendi 
tantummodo cura restaret, quae ad scopum quemvis propositum facere vide- 
rentur. Nec mediocriter sublevabant hunc laborem motus planetarum medii 
summa iamdudum praecisione per observationes antiquissimas determinati. 

Astronomi, qui post Kepleruiu conati sunt planetarum orbitas adiumento 
observationum recentiorum vel perfectiorum adhuc accuratius dimetiri, iisdem 
vel adhuc maioribus subsidiis adiuti sunt. Neque enim amplius de elementis 
plane incognitis eliciendis agebatur, sed nota leviter tantum corrigenda arcti o- 
ribusque limitibus circnmscribenda erant. 

Principium gravitationis universalis a sunnno Nkwtojt detectum campum 
plane novum aperuit, legibusque iisdem, quibus quinque planetas regi Kepi.ee 
exjiertus fuerat, levi tantum mutatione facta omnia corpora coelestia necessario 
obsequi debere edocuit, quorum quidem motus a vi Solis tantum moderentur. 
Scilicet observationum testimonio fretus Kkplek cuiusvis planetae orbitam 
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ellipsem esse pronuntiaverat, in qua areae circa Solem, focum alterum ellipsis 
occupantem, uniformiter describantur, et quidem ita, ut tempora revolutionum 
in ellipsibus diversis sint in ratione sesquialtera semiaxium maiorum. Contra 
Newton, principio gravi turionis universalis posito, a priori demonstravit, cor- 
pora omnia a Solis vi attractiva gubernata in sectionibus conicis moveri debere, 
quarum quidem speciem unam, ellipses puta, planetae nobis exhibeant, dum 
species reliquae, parabolae et hyperbolae, pro aeque possibilibus haberi debeant, 
modo adsint corpora Solis vi velocitate debita occurrentia; Solem sempor 
focum alterum sectionis conicae tenere; areas, quas corpus idem temporibus 
diversis circa Solem describat, his temporibus proportionales, areas denique a 
corporibus diversis, temporibus aequalibus, circa Solem descriptas, esse in 
ratione subduplicata semiparametrorum orbitarum : postrema harum legum, in 
motu elliptico enm ultima Kepleiu lege identica, ad motum parabolicum 
hyperbolicumque patet, ad quos liaecce applicari nequit, revolutionibus de- 
ficientibus. Iam filum repertum, quo ducente labyrinthum motuum cometarum 
antea inaccessum ingredi licuit Quod tam feliciter successit, ut omnium 
cometarum motibus, qui quidem accurate observati essent, explicandis sufficeret 
unica hypothesis, orbitas parabolas esse. Ita systema gravitationis universalis 
novos analysi triumphos eosque splendidissimos paraverat; coinetaeque usque 
ad illum diem semper indomiti, vel si devicti videbantur mox seditiosi et 
rebelles, fremi sibi iniici passi, atqne ex hostibus hospites redditi, iter suum 
in tramitibus a calculo delineatis prosequuti sunt, iisdem quibus planetae le- 
gibus aeternis religiose obtemperantes. 

Iam in determinandis cometarum orbitis parabolicis ex observationibus 
difficultates suboriebantur longe maiores, qunin in determinandis orbitis ellip- 
ticis planetarum, inde purissimum, quod cometae per brevius temporis inter- 
vallum visi delectum observationum ad haec vel illa imprimis commodarum 
non concedebant, sed iis uri geometram cogebant, quas fors obtulerat, ita ut 
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methodo» «]>eciale« iii calculi» planetarum adhibitas vix umquam in usum 
vocare licuerit Magnus ipse Nkwton, primus saeculi sui geometra, proble- 
matis difficultatem haud dissimulavit, attamen, ceu exspectari poterat, ex hoc 
quoquo certamine victor evasit Multi post NEWTOsum geometrae eidem pro- 
blemati operam suam navaverunt, varia utique fortuna, ita tamen, ut nostris 
temporibus parum desiderandum relictum sit. 

Verum enim vero non est praetermittendum, in hoc quoque problemate 
peropportune difficultatem diminui per cognitionem unius elementi sectionis 
conicae, quum per ipsam suppositionem orbitae parabolicae, axis maior infinite 
magnus statuatur. Quippe omnes parabolae, siquidem situs negligatur, per 
solam maiorem minorem ve distantiam verticis a foco inter se differunt, dum 
sectiones conicae generaliter spectatae varietatem infinities maiorem admittant 
Haud equidem aderat ratio sufficiens, cur cometarum traiectoriae absoluta 
praecisione parabolicae praesumerentur: quin potius infinite parum probabile 
censeri debet, rerum naturam unquam tali suppositioni annuisse. Attamen 
quum constaret, phaenomena corporis coelestis in ellipsi vel hyperbola ince- 
dentis, cuius axis maior permagnus sit ratione parametri, prope perihelium 
perparum discrepare a motu in parabola, cui eadem verticis a foco distantia, 
differentiamque eo leviorem evadere, quo maior fuerit illa ratio axis ad para- 
inetrum; porro quum experientia docuisset, inter motum observatum motnm- 
que in orbita paraboliea computatum vix umquam maiores differentias remanere, 
quam quae ipsis observationum erroribus (hic plerumque satis notabilibus) 
tuto tribui poterant: astronomi apud parabolam subsistendum esse rati sunt. 
Recte sane, quum omnino deessent subsidia, e quibus, nnm ullae qunntaeve 
differentiae a parabola adsint, satis certo colligi potuisset. Excipere oportet 
cometam celebrem HALLEvanum , qui ellipsem valde oblongam describens in 
reditu ad perihelium pluries observatus tempus periodicum nobis patefecit: 
tunc autem axi maiori inde cognito eomputus reliquorum elementorum vix 
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pro difficiliori habendus est, quam determinatio orbitae parabolicae. Silentio 
quidem praeterire non possumus, astroiunnos etiaiu in nonnullis aliis cometis 
per tempus aliquanto longius observatis determinationem aberrationis a para- 
bola lentavisse: attamen omnes methodi ad hunc finem propositae vel adhibitae, 
innituntur suppositioni, discrepantiam a parabola haud considerabilem esse, 
quo pacto in illis tentaminibus ipsa parabola antea iam computata cognitionem 
approximatam singulorum elementorum (praeter axem maiorem vel tempns 
revolutionis inde pendens) iam subministravit, levibus tantum mutationibus 
corrigendam. Praeterea fatendum est, omnia ista tentamina vix unquam ali- 
quid certi decidere valuisse, si forte cometam anni 1770 excipias. 

Quamprimum motum planetae novi anno 1 7 8 1 detecti cum hypothesi 
parabolice conciliari non posse cognitum est, astrouomi orbitam circularem 
illi adaptare inchoaverunt, quod negotium per calculum perfacilem ac sim- 
plicem absolvitur. Fausta quadam fortuna orbita huius planetae mediocriter 
tantum excentrica erat, quo pacto elementa per suppositionem illam eruta 
saltem approximationem qualemcunque suppeditabant, cui dein determina- 
tionem elementorum ellipticorum superatrucre Licuit. Accedebant plura alia 
peropportuna. Quippe tardus planetae motus, perparvaque orbitae ad planum 
eclipticae inclinatio non solum calculos longe simpliciores reddebant, metho- 
dosque speciales aliis casibus haud accommodandas iu usum vocare concede- 
bant, sed metum quoque dissipabant, ne plaueta radiis Bolis immersus postea 
quaeritantium curas eluderet (qui metus alias, praesertim si insuper lumen 
minus vividum fuisset, utique animos turbare potuisset), quo pacto accuratior 
orbitae determinatio tuto differri poterat, donec ex observationibus frequen- 
tioribus magisque remotis eligere liceret, quae ad propositum maxime commo- 
dae viderentur. 

in omnibus itaque casibus, ubi corporum coelestium orbitas ex obser- 
vationibus deducere oportuit, commoda aderant quaedam haud spernenda. 
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methodorum «pedalium applicationem suadentia vel saltem permittentia, quo- 
rum commodorum potissimum id erat, quod per suppositiones hypotheticas 
cognitionem npproximatam quorundam elementorum iatniam acquirere licuerat, 
antequam calculus elementorum ellipticorum susciperetur. Nihilominus satis 
mirum videtur, problema generale 

Determinare orbitam corporis coelestis, absque omni suppositione hypo- 
thetica, ex observationibus tempus haud magnum complectentibus neque adeo 
delectum, pro applicatione methodorum specialium, patientibus usque ad initium 
huius saeculi penitus propemodutn neglectum esse, vel saltem a nemine serio 
ac digne tractatum, quum certe thooretieis propter difficultatem atque elegan- 
tiam sese commendare potuisset, etiamsi apud practicos de summa eius uti- 
litate nondum constaret. Scilicet invaluerat apud omnes opinio, impossibilem 
esse talem determinationem completam ex observationibus breviori temporis 
intervallo inclusis, male sane fundata, quum nunc quidem certissimo iam 
evictum sit, orbitam corporis coelestis ex observationibus bonis paucos tan- 
tummodo (lies complectentibus absque ulla suppositione hypothetica satis ap- 
proximate iam determinari posse. 

Incideram in quasdam ideas, quae ad solutionem problematis magni de 
quo dixi facere videbantur, mense Septembri a. 1801, tunc in labore plane 
diverso occupatus. Haud raro in tali casu, ne nimis a grata investigatione 
distrahamur, neglectas interire sinimus idearum associatioues, quae attentius 
examinatae uberrimos fructus ferre potuissent- Forsan et illis ideolis eadem 
fortuna instabat, nisi peropportune incidissent in tempus, quo nullum sane 
faustius ail illas conservandas atque fovendas eligi potuisset. Scilicet eodem 
circiter tempore rumor de planeta novo Iau. I istius anni in specula Panor- 
mitana detecto per omnium ora volitabat, moxque ipsae observationes inde 
ab epoclia illa usque ad 1 1. Febr. ab astrunomo praeatautissimo Piazzi insti- 
tutae ad notitiam publicam pervenerunt. Nullibi sane in annalibus astronomiae 
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occasionem tam gravem reperimus, vixque gravior excogitari posset, ad digni- 
tatem istius problematis luculentissime ostendendam, quam tunc in tanto dis- 
crimine urgenteque necessitate, ubi omnis spes, atomum planetariam post 
annum fere elapsum in coelis inter innumeras stellula» reinveniendi , unice 
pendebat ab orbitae cognitione satis approximato, solis illis pauculis observa- 
tionibus superstruenda. Umquanme opportunius experiri potuissem, ecquid 
valeant ideolae meae ad nsuiu practicum, quam si tunc istis ad determinatio- 
nem orbitae Cereris nterer, qui planeta inter 4 1 illos dies geocentriee arcum 
trium tantummodo graduum deseri pserat , et post annum elapsum in coeli 
plaga longissime illinc remota indagari debebat? Prima haecce methodi ap- 
plicatio facta est mense Oct. 1801, primaque nox serena, ubi planeta ad nor- 
mam numerorum inde deductorum quaesitus est*), transfugam observationibus 
reddidit. Tres alii planetae novi inde ab illo tempore detecti, occasiones 
novas suppeditaverunt , methodi efficaciam ac genernlitatem examinandi et 
comprobandi. 

Optabant plures astronomi, statim post reinventionem Cereris, ut metho- 
dos ad istos calculos adhibitas publici itiris facerem ; verum obstabant plura, 
quominus amicis hisce sollicitationibus tunc morem gererem : negotia alia, 
desiderium rem aliquando copiosius pertractandi, imprimisque expectatio, 
continuatam in hac disquisitione occupationem varias solntionis partes ad 
maius genernlitatis, simplicitatis et elegantiae fastigium evecturam esse. Quae 
spes quum me haud fefellerit, non esse arbitror, cur me huius morae poeni- 
teat. Methodi enim ab iiutio adhibitae identidem tot tantasque mutationes 
passae sunt, ut inter modum, quo olim orbita Cereris calculata est, institutio- 
nemque in hoc opere traditam vix ullum similitudinis vestigium remanserit. 


*) Pec. 7, I80i a clar. D* Zach. 
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Quamquam vero a proposito meo alienum esset, de cunctis his disquisitionibus 
paullatim magis magisque perfectis narrationem completam perscribere, tamen 
in pluribus occasionibus, praesertim quoties de problemate quodam graviori 
agebatur, methodos anteriores quoque haud omnino supprimendas esse censui. 
Quin potius praeter problematum principalium solutiones plurima, quae in 
occupatione satis longa circa motus corporum coelestium in sectionibus conicis 
vel propter elegantiam analyticam vel imprimis propter usum practictnn 
attentione digniora se mihi obtulerunt, in hoc opere exsequutus sum. Semper 
tamen vel rebus vel methodis mihi propriis maiorem curam dicavi, nota leviter 
tantum, quatenusque rerum nexus postulare videbatur, attingens. 

Totum itaque opus in duas partes dividitur. In Libro primo evol- 
vuntur relationes inter quantitates, a quibus motus corporum coelestium circa 
Solem secundum Kkpleiu leges pendet, et quidem in duabus -primis Sectioni- 
bus relationes eae, ubi uniens tantum locus per se consideratur, in Sectione 
tertia et quarta vero eae, ubi plures loci inter se conferuntur. Illae contineut 
expositionem methodorum tum vulgo usitatarum, tum potissimum aliarum illis 
ni fallor ad usum practicuin longe praeferendarum, per quas ab elementis 
cognitis ad phaenomena descenditur; hae problemata multa gravissima tractant, 
quae viam ad operationes inversas sternunt. Bcilicet quum ipsa phaenomena 
ex artificiosa intricataque quadam complicatione elementorum componantur, 
hanc texturae rationem penitius perspexisse oportet, antequam filorum expli- 
cationem operisque in elementa sua resolutionem cum spe successus suscipere 
liceat. Comparantur itaque in Libro primo instrumenta atque subsidia, per 
quae deiti in Libro altero arduum hoc negotium ipsum perficitur: maxima 
laboris pars tunc iam in eo consistit, ut illa subsidia rite colligantur, ordine 
apto disponantur et in scopum propositum dirigantur. 

Problemata graviora ad maximam partem per exempla idonea illustrata 
sunt, semper quoties quidem licuit ab observationibus non fictis desnmta. 
o. tu. m. 2 
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Ita non solam methodorum efficaciae maior fiducia conciliabitur, ususque 
clarius ob oculos ponetur, sed id quoque cautum iri spero, ut nec minus 
exercitati a studio harum rerum deterreantur, quae procul dubio partem foe- 
cundissimam et pulcherrimam astronomiae theoricae constituunt. 

Scripsi Gottingae d. 28 Martii 1809. 
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LIBER PRIMUS 

RELATIONES GENERALES INTER QUANTITATES 
PER QUAS CORPORUM COELESTIUM MOTUS CIRCA SOLEM DEFINIUNTUR. 


SECTIO PRIMA 

Relationes ad locum simplicem in orbita spectantes. 

I. 

Corporum coelestium motus in hoc opere eatenus tantum considerabimus, 
quatenus a Solis vi attraetiva gubernantur. Excluduntur itaque ab instituto nostro 
omnes planetae secundarii, excluduntur perturbationes, quas primarii in se invi- 
cem exercent, excluditur omnis motus rotatorius. Corpora mota ipsa ut puncta 
mathematica spectamus, motusque omnes ad nonnam legum sequentium fieri sup- 
ponimus, quae igitur pro basi omnium disquisitionum in hoc opere sunt habendae. 

I. Motus cuiusvis corporis coelestis perpetuo fit in eodem plano, in quo 
simul centnim Solis est situm. 

II. Traiectoria a corpore descripta est sectio conica focum in centro Solis 
habens. 

III. Motus in ista traiectoria fit ita, ut areae spatiorum in diversis temporum 
intervallis circa Solem descriptorum hisce intervallis ipsis sint proportionales. 
Temporibus igitur et spatiis per numeros expressis, spatium [quodvis per tempus 
intra quod describitur divisum quotientem invariabilem suppeditat. 

IV. Pro corporibus diversis circa Solem se moventibus horum quotientium 
quadrata sunt in ratione composita param etrorum orbitis respondentium, atque 
aggregatorum massae Solis cum massis corporum motorum. 

Designando itaque per 2 p param etrum orbitae, in qua corpus incedit, per 
p quantitatem materiae huius corporis (positamassa Solis = l), per \g aream 

2 * 
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quam tempore t circa Solem describit, erit - ^ numerus pro omnibus cor- 

poribus coelestibus constans. Quum igitur nihil intersit, quonam corpore ad 
valorem huius numeri determinandum utamur, e motu terrae eum depromemus, 
cuius distantium mediam a Sole pro unitate distantiarum adoptabimus: unitas 
temporum semper nobis erit dies medius solaris. Denotando porro per r rationem 
circumferentiae circuli ad diametrum, area ellipsis integrae a- terra descriptae 
manifesto erit ttj //>, quae igitur poni de liet = { g , si pro i accipitur annus 
sideralis, quo paeto constans nostra (it = ( . Ad valorem uumcricnm huius 

constantis, in sequentibus per k denotandae, explorandum, statuemus, secundum 
novissimam determinationem, anuum sideralem sive t = 365,2563835 , massam 
terrae sive u = 1 = (1,0000028 192, unde prodit 

log 2 it 0,798 I 7986S4 

Coinpl. logt 7,4374021852 

Compl. log^(l + P) . . . . 9,9999993878 

log k 8,2355814444 

k = 0,01720209895 


2 . 

Leges modo expositae ab iis, (pute Keclekus noster detexit, aliter non 
differunt, nisi quod in forma ad omnia sectionum conicarum genera patente ex- 
hibitae sunt, aetionisque corporis moti in Solem, a qua pendet factor j/(l -J-p), 
ratio est habita. Si has leges tamquam pliacnomeua ex innumeris atque indubiis 
observationibus depromta consideramus, geometria docebit, qualis actio in corpora 
circa Solent jmota ab hoc exerceri debeat, ut ista phaenomena perpetuo produ- 
cantur. Hoc modo invenitur, Solis actionem in corpora ambientia perinde se 
exercere, ac si vis attracti va, cuius inteusitas quadrato distantiae reciproce pro- 
portionulis esset, corpora versus centrum Solis propelleret. Quodsi vero vice versa 
a suppositione talis vis attractivac tamquam principio proficiscimur, phaenomena 
illa ut consequentiae necessariae inde derivantur. Hic leges tantum enarravisse 
sufficiat, quarum nexui cum principio gravitationis hoc loco co ntinus opus erit 
immorari, quum post sututnum Newton auctores plures hoc argumentum tracta- 
verint, interque eos ili. Lapi.ace in opera perfectissimo, Mecanique Celeste, tali 
modo, ut nihil amplius desiderandum reliquerit. 


Digitized by Google 


RELATIONES Ai) LOCUM SIMPLICEM IN ORU1TA SPECTANTES. 


13 


3 . 

Disquisitiones ei ren motus corporum coelestium, quatenus fiunt in sectio- 
nibus conicis, theoriam completam huius curvarum generis neutiquam postulant: 
quin aileo unica aequatio generalis nobis sufficiet, cui omnia superstruantur. Et 
quidem maxime e re esse videtur, eam ipsam eligere, ad quam tamquam aequa- 
tionem characteristicam deferimur, dum curvam secundum attractionis legem 
descriptam investigamus. Determinando scilicet quemvis corporis locum in orbita 
sua per distantias x , y a duabus rectis in plano orbitae ductis atque in centro 
Solis i. e. in altero curvae foco sub angulis rectis se secantibus, et denotando 
insuper corporis distantiam a Sole (positive semper accipiendam) per r, habe- 
bimus inter r, ar, <j aequationem linearem r-J-ax-f-6// = q, in qua a, 8, y 
quantitates constantes expriment, et quidem q quantitatem natura sua semper 
positivam. Mutando rectarum, ad quas distantiae x, y referuntur, situm per se 
arbitrarium, si modo sub angulis rectis se intersecare perseverent, manifesto forma 
aequationis valorque ipsius -f non mutabuntur, a et 8 autem alios aliosque valores 
nanciscentur, patetque, situm illum ita determinari posse, ut 6 evadat =0, a autem 
saltem non negativa. Hoc modo scribendo pro a, q resp. e, j>, aequatio nostra 
induit formam r+e*** Recta, ad quam tunc distantiae y referuntur, linea 
upttidum vocatur, p semiparameter , e excentricitas\ sectio conica denique ellipsis, 
parabolae vel hyperbolae nomine distinguitur, prout e unitate minor, unitati 
aequalis, vel unitate maior est 

Ceterum facile intelligitur, situm lineae apsidum per conditiones traditas 
plene determinatum esse, unico casu excepto, ubi tum a tum 8 iam per se 
erant = 0; in hoc casu semper fit r = p, ad quascunque rectas distantiae x, y 
referantur. Quoniam itaque habetur e = 0, curva (quae erit circulus) secundum 
definitionem nostram ellipsium generi annumeranda est, id vero singulare habet, 
quod apsidum positio prorsus arbitraria manet, siquidem istam notionem ad hunc 
quoque casum extendere placet. 

4 . 

Pro distantia x iam angulum v introducamus, qui inter lineam apsidum et 
rectam a Sole ad corporis locum ductam (rudium veriorem) continetur, et quidem 
hic angulus al> ea lineae apsidum parte ubi distantiae x sunt positivae incipiat, 
versusque eam regionem, quorsum motus corporis dirigitur, crescere supponatur. 
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Hoc modo fit x = r cos r, adeoque formula nostra r = — - , unde protinus 

derivantur conclusiones sequentes: 

I. Pro v = 0 valor radii vectoris r fit minimum, puta =* T + e : ^oc pun- 
ctum perihelium dicitur. 

II. Valoribus oppositis ipsius v respondent valores aequales ipsius r; quo- 
circa linea apsidum sectionem conicam in duas partes aequales dirimit 

III. In ellipsi r inde a v = 0 continuo crescit, donec valorem maximum 

-~- f assequatur in aphelio pro r = 1 80°; post aphelium eodem modo rursus de- 
crescit, quo ante increverat, donec pro v = 360° perihelium dcnuo attigerit 
Lineae apsidum pars perilielio hinc nphelio illinc terminata aris maior dicitur; 
hinc semiaxia nuuor, qui etiam distantia media vocatur, fit = distantia 

puncti in medio axe iacentis ( centri ellipsis) a foco erit ~ = ea, denotando per 
a semiaxetn maiorem. 

IV. Contra in parabola proprie non datur aphelium, sed r ultra omnes 
limites augetur, qno propius v ad -{- 180* vel — 180° accedit Pro v — Hh 180° 
valor ipsius r fit infinitus , quod indicat, curvam a linea apsidum a parte perihelio 
opposita non secari. Quare proprie quidem loquendo de axi maiore vel centro 
curvae sermo esse nequit, sed secundum analyseos usum consuetum per ampliatio- 
nem formularum in ellipsi inventarum axi maiori valor infinitus tribuitur, cen- 
trumque curvae in distantia infinita a foco collocatur. 

V. In hyperbola denique v inter limites adhuc arctiores coercetur, scilicet 
inter v = — (180° — <}») et t* = -{-(180° — <[/), denotando per <|/ angulum, cuius 
cosinus = Dum enim r ad hoscc limites appropinquat, r in infinitam crescit; 
si vero pro o alter horum limitum ipse acciperetur, valor ipsius r infinitus pro- 
diret, quod indicat, hyperbolam a recta ad lineam apsidum angulo 180° — <j/ supra 
vel infra inclinata omnino non secari. Pro valoribus hoc modo exclusis, puta a 
180° — ^ usque ad 1 80° -{-■}, formula nostra ipsi r valorem negativum assignat; 
recta scilicet sub tali angulo contra lineam apsidum inclinata ipsa quidem hyper- 
bolam non secat, si vero retro producitur in alteram hyperbolae partem incidit, 
quam a prima parte omnino separatam versusque eum focum quem Sol occupat 
convexam esse constat. Sed in disquisitione nostra, quae ut iam monuimus suppo- 
sitioni innitur, r sumi positive , ad hanc alteram hyperbolae partem non respicie- 
mus, in qua corpns coeleste tale tantummodo incedere posset, in quod Sol vim 
non attracti vam sed secundum easdem leges repnlsivam exerceret. — Proprie 
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itaque loquendo etiam in hyperbola non datur apheliutn ; pro aphelii analogo id 
partis aversae punctum quod in linea apsidum iacrt, et quod respondet valoribus 
v — 180°, r — — » haberi poterit Quod» ad instar ellipsis valorem ex- 
pressionis etiam bic, ubi negativus evadit, semiax em maiorem hyperbolae 

dicere lubet, duplum huius quantitatis puncti modo commemorati distantiam a 
perihelio simulquc situm ei qui in ellipsi locum habet oppositum indicat. Perinde 
[ Z - er , i- e. distantia puncti inter haec duo puncta medii (centri hyperbolae) a 
foco, hic obtinet valorem negativum propter situm oppositum. 

5. 

Angulum v, qui pro parabola intra terminos — 1 9o’ et -}-lS0°, pro hyper- 
bola intra — (180° — <(/) et -|-(tS0° — «{*) coercetur, pro ellipsi vero circulum 
integrum periodis perpetuo renovatis percurrit, corporis moti anomaliam veram 
nuncupamus. Hactenus quidem omnes fere astronomi anomaliam veram in ellipsi 
non a perihelio sed ab aphelio inchoare solebant, contra analogiam parabolae et 
hyperbolae, ubi apheliutn non datur adeoque a perihelio incipere oportuit: nos 
analogiam inter omnia sectionum conicarum genera restituere eo minus dubitavi- 
mus, quod astronomi gallici recentissimi exemplo suo iam praeiverunt. 

Ceteram expressionis r =s r+*ce«» brutam saepius aliquantulum mutare 
convenit; imprimis notentur formae sequentes: 

r _ P _ _ _ p V 

**“ i +« — aesin |t* I — e-f le co«; r* (I +e) c*s(r’+ (t — «) siu|r' 

In parabola itaque habemus r — ri-raVe* ’ ' n hyperbola expressio sequens 
imprimis est commoda r = — -j {v * 


8 . 

Progredimur iam ad comparationem motus cum tempore. Statuendo ut in 
art. 1 spatium tempore t circa Solem descriptum = 1 g, massam corporis moti = p, 
posita massa Solis = 1 , habemus g = k t j/p . (/( 1 -}" !*)• h)i fferentiale spatii autem 
fit = f rrdt», unde prodit kt\/p.\/(l -(-p) = frrdv, hoc itttegrali ita aumto, ut 
pro t = 0 evanescat. Haec integratio pro diversis sectionum conicarum generibus 
diverBO modo tractari debet, quamobrem singula iam seorsiiu considerabimus, ini- 
tiumque ab ELLIPSI faciemus. 
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Quum r ex v per fractionem determinetur, cuius denominator e duabus par- 
tibus constat, ante omnia hoc incommodum per introductionem quantitatis novae 
pro v auferemus. Ad hunc finem statuemus tang { v . = tang { E, quo 
pacto formula ultima art. praec. pro r praebet 


v cn» > K* / cos 1 K’ i sin 1 fPS P ea 

(i+e)cosi»' J \ i + « 1 i — e J i — tt ' ’ 

Torro fit adeoque *” =* 


hinc rrd» = ^fi£) = (. -«)« 0~ eco*E)dE, 


PP 


pjt * 

atque integrando t</p.p(l-f-p) = (1 _ <e) i (E — e sin E) -}- Const. 


Quodsi itaque tempus a transitu per perihelium inchoamus, ubi v = 0, E = 0 
adeoqne Const = 0, habebimus, propter — rt > 

E- s*inE = £Mi±£> 

a* 

In hac aequatione angulus auxiliaris E, qui anomalia excentrica dicitur, in 
partibus radii exprimi debet Manifesto autem hunc angulum in gradibus etc. 
retinere licet, si modo etiam esui A’ atque - --- eodem modo exprimantur; 

in minutis secundis hae quantitates exprimentur, si per numerum 206264,806 
multiplicantur. Multiplicatione quantitatis posterioris supersedere possumus, si 
statim quantitatem A: in secundis expressam adhibemus adeoque, loco valoris supra 
dati, statuimus k = 3548 ,18761 , cuius lngarithtnus = 3 , 5500065746 . — Hoc 
modo expressa quantitas — anomalia media vocatur, quae igitur in ratione 
temjxiris crescit, et quidem quotidie augmento * 1 , quod motus medius diur- 

nus dicitur. Anomaliam mediam per M denotabimus. 


7 . 

In perihelio itaque anomalia vera, anomalia excentrica, et anomalia media 
sunt = 0; crescente dein vera, etiam excentrica et media augentur, ita tamen, 
ut excentrica minor maneat quam vera, mediaque minor quam excentrica, usque 
ad aphelium, ubi omnes tres simul fiunt = 180 "; hinc vero usque ad perihelium 
excentrica perpetuo est maior quam vera, mediaque maior quam excentrica, donec 
in perihelio omnes tres fiant = 360 ’, sive, quod eodem redit, omnes iterum = 0 . 
Generaliter vero patet, si anomaliae verae v respondeat excentrica £ mediaque M, 
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verae 350’ — e respondere ex centri cani 300° — E atque mediani 360° — M. 
Differentia inter anomaliam veram et mediam v — M aequatio centri appellatur, 
quae itaque a perilielio ad aphelium positiva, ab aphelio ad peribelium negativa 
est, in perilielio ipso autem et aphelio evanescit. Quum igitiu - v et M circulum 
integrum a 0 usque ad 360° eodem tempore percurrant, tempus revolutionis unius, 
quod et tempus periodicum dicitur, in diebus expressum invenitur, dividendo 360° 
per motum diurnum ^ ' f + — , unde patet, pro corporibus diversis circa Solem re- 
voluentibus quadrata temporum periodicorum cubis distantiarum mediarum pro- 
portionalia esse, quatenus ipsorum massas, aut potius massarum inaequalitatem 
negligere liceat. 

S. 

Eas iam inter anomalias atque radium vectorem relationes, quae imprimis 
attentione dignae sunt, colligamus, quarum deductio nemini in analysi trigonome- 
trica vel mediocriter versato difficultates obiicere poterit. Pluribus harum formu- 
larum concinnitas maior conciliatur, introducto pro e angulo cuius sinus est = e. 
Quo per rp designato, habemus j/(l — ee) = cosp, y/(l-f-e) = cos(45° — 2, 
j/(l — e) = cos(45°-t-l ? )Y2, = tang (45*— f <p), j/(l +«)+ ^0 ~ *) 

= 2 cos 1 j/( 1 -|- e) — /( 1 — e) = 2 sin J ?. Ecce iam relationes praecipuas inter 

a, p, r, e , <p, v, E, M. 

sini«Y^ 
cos 

3 


1. p z=l a cos -p' 

1] r = 1 

III. r = a( i — ecos E) 

IV. cos E = r+e ^, «ve cos v = 

V. sini£= cos&°) =«nf 

= 8in ^ !, y.r(r+7) 

VI. cosj £= /1 ( 1 ~f- cos E) — cosiry^^- 
= co8lr.|/ i — 

VII. tang 1 E — tang { »tang(45° — |(p) 

VIU. sin E = r 81,1 " C0B T — f 1 
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IX. r costi = «(cos E — e) = 2«cos(l E-\- 1 5 p-j-45")cos(j E — -{;p — 45') 
X. sin } (i> — E) =iin4yB«i!’.|/“ = sin sin E.[/~ 

XI. sin } (i> -}-/£) = cos } 9«im.(/p = cosjtpsiu E.y " 

XII. M = E — «sin E. 


9. 

Hi perpendiculum e puncto quocunque ellipsis in lineam apsidum demissum 
retro producitur, nsquedum circulo c centro ellipsis radio « descripto occurrat, 
inclinatio eius radii, qui puncto intersectionis respondet, contra lineam apsidum 
(simili modo intellecta ut supra pro anomalia vera) anomaliae exceutricae aequalis 
erit, ut nullo negotio ex aequ. IX. art. praec. deducitur. Porro patet, r sinti esse 
distantiam cuiusque puncti ellipsis a linea apsidum; qune quum per aequ. VIII. 
liat = «cosipsin E , maxima erit pro E = 90 , L c. in centro ellipsis. Haecce 
distantia maxima, qnae tit = a cos 7 == — \/ap t semiaxis minor ap]>ellatur. 

In foco ellipsis, i. e. pro t; = 9 ll ', distantia ista manifesto fit = />, sive semipara- 
metro aequalis. 


10 . 

Aequationes art. 8 . omnia continent, quae ad compututn anomaliae exeen- 
trieae et inediae e vera, vel exceutricae et verae e media requiruntur. Pro dedu- 
cenda exceutrica e vera vulgo formula VII. adhibetur; plerumque tamen praestat 
ad hunc finem aequ. X. uti, praesertim quoties cxcentricitas non nimis magna est, 
in quoeasu E perX. maiori praecisione computari potest, quam per VII. Praeterea 
adhibita aequatione X., logarithintH sinus E, qui in XII. requiritur; protinus per 
aequationem VIII. habetur, quem adhibita VII. e tabulis arcessere oporteret; si 
igitur in illa methodo hie logarithnius etiam e talmlis desumitur, simul ealculi recte 
instituti confirmatio hinc obtinetur. Muiusniodi calculi examina et comprobationes 
magni seinpcr sinit aestimanda, quibus igitur consulere in omuibns methodis in 
hoc opere tradendis, ubi quidem commode fieri potest, assiduae nobis ubique curae 
erit. — Ad maiorem illustrationem exemplum complete calcnlatum ndiuiigimus. 

Data sint r = 3 1 0*55' 29"64 , '^ = 1 4” t 2 l"87, logr = 0,3307640; quae- 
runtur ji, «, E ot M. 
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logsintp 9,3897262 

logcosw 9,8162877 

9,2060139 unde ecose = 0,1606993 
log( 1 -f-aoosr) . . 0,0647197 

logr 0,3307640 

logy; 0,3954 837 

logcostp* 9,9730448 

loga 0,4224389 

logsiut’ 9,8782740»*) 

logt/^ 0,0323598.5 

9,8459141 .5 n 

logsin | tp 9,0920395 

logsinf(»— fi). . 8, 9379536. 5u hinc! (e — E) = — 4*58'22"94; 
V — £ = — 9°5«'45”88; fi = 320*52' 15"5 2 

Porro fit 

loge 9,3807262 Calculus pro logsin .E per formulsm VIII. 

log 206264,8 . . . 5,3144251 log j sin r .... 9,8135543» 


loge in sec: . . . 4,7041513 logco8'f 9,9865224 

logsinfi 9,8000767n log sin E 9,8000767» 


4,5042278» hinc csin.fi in secundis = 31932”l4 

= 8*52 1 2”l4 

atque M = 329’44'27"66. — Per formulam VII. calculus pro £ ita se haberet: 
+ e = 155 27 44 82 logtangj» .... 9,6594579» 

45*— i<p= 37 53 59 065 logtang(45*— I<p). 9,8912427 

logtangl fi . . • . 9,5507006» 

unde \ E = 160*26' 7"76 atque fi t= 320*52' 15' 52 ut supra. 

11 . 

Problema inversum, celebre sub nomine problematis Kepleki, scilicet ex ano- 
malia media invenire veram atque radium vectorem , longe frequentioris usus est. 
Astronomi aequationem centri per seriem infinitam secundum sinus angulorum M, 
2 M, 3 M etc, progredientem exhibere solent, quoram sinnum cogftirientes singuli 


*) Litem n lopsrithmc affixa Indit-at numerum mi respondet iregitirnm me. 

3* 
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et ipsi suut series secundum potestates excentricitatis in infinitum excurrentes. 
Huic formulae pro aequatione centri, quam pl ures auctores evolverunt, hic immorari 
eo minus necessarium duximus, quod, nostro quidem iudicio, ad usum practicum, 
praesertim si exccutricitas perparva non fuerit, longe minus idonea est, quam 
methodus indirecta, quam itaque in ea forma, quae maxime commoda nobis videtur, 
aliquanto fusius explicabimus. 

Aequatio XII., E — JZ-f-esin E , quae ad transcendentium geuus referenda 
est solutionemque per operationes (initas directas non admittit, tentando solvenda 
est, incipiendo a valorc quodam approximato ipsius E , qui per methodos idoneas 
toties repetitas corrigitur, usque dum illi aequationi exacte satisfaciat, i. e. vel 
omni quam tabulae sinuum permittunt praecisione, vel ea saltem, quae ad scopum 
propositum sufficit. Quodsi hae correctiones haud temere sed per normam tutam 
atque certiuu instituuntur, vix ullum discrimen essentiale inter methodum talem 
indirectam atque solutionem per series adest, nisi quod in illa valor primus in- 
cognitae aliquatenus est arbitrarius, quod potius pro lucro habendum, quum valor 
apte electus correctiones insigniter accelerare permittat. Supponamus, e esse va- 
lorem approximatum ipsius A", atque x correctionem illi adhuc adiicicndam (in 
secundis expressam), ita ut valor E = s-}-x aequationi nostrae exacte satisfaciat. 
Computetur esint in secundis per logarithmos, quod dum perficitur, simul e tabulis 
notetur variatio ipsius logsins pro I variatione ipsius e, atque variatio loge sin e 
pro variatione unius unitatis in numero esint; sint hae variationes sine respectu 
signorum resp. i., g ubi vix opus est monere, utrumque logarithmum per aequae 
inultas figuras decimules expressum- supponi. Quodsi iam t ad verum ipsius E 
valorem tam projie iam accedit, ut variationes logarithmi sinus ab t usque ad 
variationesque logarithmi numeri ab e sint usque ad esin(«-|-x) pro uni- 
formibus habere liceat, manifesto statui poterit esin(*-|-x) = esint+ — , signo 

• • . m 0 9 9 B 

superiori pro quadrante primo et quarto, infenon pro secundo et tertio valente. 
Quare quum sit c-j-x — J/-j-«sin(t-j-x), fit x= ^ ( M -j- e sint — e), valor- 
que verus ipsius E sive s-j-x = J/-}-esine+ | ^ (J/-j-esint — t), signis ea qua 
diximus ratione determinatis. Ceterum facile perspicitur, esse sine respectu signi 
p:X = I : e eos s , adeoque semper unde concluditur, iti quadrante primo et 

ultimo J/+ e sin e iacere inter t atque t-fx, in secundo ac tertio vero ■ + x inter 
t atque Jf-j-esint, quae regula attentionem ad signa sublevare potest. Si valor 
suppositus t nimis adhuc a vero aberraverat, quam ut suppositionem supra traditam 
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pro saris exacta liahere liceret, certe per lmnc methodum inveuietur valor multo 
propior, quo eadem operatio iterum adhuc, pluriesve si opus videtur, repetenda 
erit. Nullo vero negotio patet, si differentia valoris primi t a vero tamquam quan- 
titas ordinis primi spectetur, errorem valoris novi ad ordinem secundum referen- 
dum fore, et per operationem iteratam ad ordinem quartum, octavum ete. deprimi. 
Quo minor insuper fuerit excentricitas, eo velocius correctiones successivae con- 
vergent. 

I 2. 

Valor approximatus ipsius E, a quo calculus tucipi possit, plerumque satis 
obvius erit, praesertim ubi problema pro pluribus valoribus ipsius M solvendum 
est, e quibus quidam iam absoluti sunt. Dilidentibus omnibus aliis subsidiis id 
saltem constat, quod E inter limites M et 3/+e iacere debet (excentricitate e in 
secundis expressa, signoque superiori in quadrante primo et secundo, inferiori in 
tertio et quarto accepto); quocirca pro valore initiali ipsius E vel M vel valor 
secundum aestimationem qualemcunque auctus seu deminutus adoptari poterit. 
Vix opus est monere, calculum primum, quoties a valore parum accurato inchoe- 
tur, anxia praecisione haud indigere, tabulasque minores quales ceL Lalande 
curavit, abunde sufficere. Praeterea, ut calculi commoditati consulatur, tales 
semper valores pro s eligentur, quorum sinus e tabulis ipsis absque interpolatione 
excerpere licet; puta in minutis seu secundorum denariis completis, prout tabulae 
per singula minuta seu per singulos secundorum denarios progredientes adhibentur. 
Ceterum modificationes, quas haec praecepta patiuntur, si anguli secundum di- 
visionem novam decimalem exprimantur, quisque sponte evolvere poterit 

13 . 

Exemptum. Sit excentricitas eadem quae in exemplo art 1 0. M — 33 2’28'5 4 7 7. 
Hic igitur est loge in secundis 4,7041513, adeoque e = 50600' = 14“3 20'. 
Quare quum hic E minor esse debeat quam M, statuemus ad calculum primum 
c = 326‘, unde per tabulas minores fit 

logsillt 9,74756 ii, mutatio pro l' I). uu<lo ). =s «.31 

loge in sec. . . 4,70415 
4,4517ln 
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hinc e sin * = -— 28295 = — 7 51 35. 

«sine i . . 324 37 20 

Differt ab * 1 22 40 = 4960'. 

= 20 4 o”. Quare valor correctus ipsius £ fit 
cUm quo calculum secundum tabulas maiores repetemus, 


Mutatio lojrarithrai pro unitate tabulae, quae hic 
io secundis aequivalet. ... 16; unde p = 1,6 

Hiuc y’x<96«“= 1240" 

3 2 4 '3 7'20 — 204 0 = 3 2 4 ° 1 64 0", 


log sint . . . 9,7063058 ii X = 29,25 

loge 4,7041513 

4,4704571n (1=147 


e sius ss — 205 43", 18 = — 8° 1 2' 23"l8 
3/ -j- e sint 324 16 31,59 

Differt ab s 8, 4 I . Multiplicata hac differentia per 

=s n - 74 * pfodit 2 09, unde valor denuo correctus ipsius £= 324"! 0 3 1 59—2 09 
= 324° 1G'29'50, intra 0”01 exactus. 


14 . 

Pro derivatione anomaliae verae radiique vectoris ex anomalia excentrie* 
aequationes art» 8, plures methodos suppeditant, e quibus praestantissimas explica- 
bimus. 

I. Secundum methodum vulgarem v per aequationem VII., atque tunc r per 
aequationem II. determinantur; hoc modo exemplum art. praec. ita se habet, reti- 
nendo pro ]) valorem in art. 10. traditum: 


\ E ssi 162°8 14 75. 


log" 

. . 9,3897262 

log tangi E 

9,5082198» 

logeosw .... 

. . 9,8496597 

l°gtang(45*— i<p) . . 

9,8912427 


9,2393859 

log tang i o 

9,6169771 n 

ecoav 

= 0,1735345 

i e = 1 57*30 4 1 50 


5 °gp 

. . 0,3954837 

»i = 315 l 23,00 


log ( 1 -j-ecoso) 

. . 0,0694959 



logr 

. . 0,3259878 


11. Brevior est methodus sequens, siquidem plures loci calculandi sunt, pro 
quibus logarithmos constantes quantitatum ;/a ( 1 -f- e) , \Ja{\ — e) semel tantum 
computare oportet. Ex aequationibus V. et VI. habetur 
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si» ) v.^r = sin } E.\/ n( \ -}-e) 
cos } o. \/r = cos i — e) 

unde | r atque log^r expedite detenniimntur. Generaliter nimirum, quoties habe- 
tur PhuiQ — A, PmaQ= /i, invenitur Q performulam tang<? = atque tunc 
P per hanc P = , vel per P = c09 ^: priorem adhibere praestat, quando 

sin Q est maior quam cos Q ; posteriorem, quando cos Q maior est quam sin Q. 
Plerumque problemata, in quibus ad tales aequationes pervenitur (qualia in hoc 
opere frequentissime occurrent), conditionem implicant, quod P esse debet quantitas 
positiva; tunc dubium, utrum Q inter 0 et 180’ au inter 180’ et 36o' accipere 
oporteat, sponte hinc tollitur. Si vero talis conditio non adest, haec determinatio 
arbitrio nostro relinquitur. 


In exemplo 

nostro habemus = 

0,2453162, 

logsinf.fi. . 

.... 9,4867632 

logeos} fi ... . 0,9785434n 

logjA* (i-M 

.... 0,2588503 

log|/a(l — e) . . 0,1501020 

Hinc 



log sin f v.^r 

. . . . 9,7456225 

| unde logtang }•« = 9,6169771 n 

logeos i r.tfr 

. . . . 0,1 286454 n 

ft>= 1 57’30 4 l ~5 0 

logeos \ v . . 


t> = 315 1 23,00 

log^/r. . . . 

.... 0,1629939 


log' - 

.... 0,3259878 


III. His methodis tertiam adiicimus, quae aeque fere expedita est ac secunda, 

sed praecisione, si 

ultima desideretur, 

isti plerumque praeferenda. Scilicet primo 

determinatur /• per aequationem III., ac dein v per X. Ecce exemplum nostrum 

hoc modo tractatum: 


loge .... 

.... 9,3897262 

log sili fi 9,7663366n 

logeos fi . . 

.... 9,9094637 

Iogt/(l — ecosfi). . 9,95 17744 


9,2991890 

0,8 145622U 

e cos fi = 

0,1991544 

log sin j 0,0020305 

logo .... 

.... 0,4224389 

iogsin } (n — fi) . . 8,006601 7 n 

log(l — eoos 

fi) . . . 9,9035488 

*(t>— fi)= — 4’37'33"24 

logr .... 


(e— fi) = — 9 15 6,48 


r =315 123,02 
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Ad calculum confirmandum formula VIII. vel XI. percommoda eat, praesertim, 
si v ct r per methodum tertiam determinatae sunt. Ecce calculum: 

log “ sin E 9, 8627878n logsi» E.[/“ . . . . 9,8145622n 


log cos ^ 9,9865224 logeosftp 9,9966567 

9,8493102il 9,8112189» 


log sin;; 9,8493102» log si» } (t’ -J- E) . . 9,8112189» 

15. 

Quum anomalia media M , ut vidimus, per v et tp complete determinata sit, 
sicuti o per AI ct cp, si omnes tres quantitates simul ut variabiles spectentur, inter 
ipsarum variationes differentiales aequationem conditionalem locum habere debere, 
cuius investigatio haud superflua erit. Diflerentiando primo aequationem VH. 
art. 8., prodit 44^ = S* - — — ^ ; diflerentiando perinde aequationem XII., fit 
d AI = (l — ecaaEjdE — sinEcostpdtp. Eliminando ex his aequationibus difleren- 
tialibus d E, obtinemus 

d AI = . do— Ism Acoso-4 1 — die 

smt> \ * 1 COB? / T 


sive substituendo pro sin E, 1 — e cos E valores suos ex aequatt. VTIL, III. 


d M= Tr di>- 

a a cos ^ 


_r(r + p)sin«t , 
a« C08 9* * 


sive denique, exprimendo utrumque co&fficicntem per v et <p tantum, 




(1 -f e cob r) «in n cos f * 
(i + ecosr)’ 


dtp 


Vice versa considerando v tamquam functionem quantitatum AI, <p, aequatio hancce 
formam obtinet: 


d)?= -*««di/+ 


(2-f ge os r)sip p 
CM f 


d<p 


sive introducendo E pro v 

du = ?^“^d AI - (2 — «cos E — ce)sinJ5d<p. 


16. 

Radius vector r per v et tp vel per AI et <p plene nondum determinatus est, 
sed insuper a p vel a pendet; constabit igitur eius diflerentiale tribus membris* 
Per differentiationem aequationis II. art 8. nanciscimur 


/ 
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*£ _ 4. .JL*”- d t ._ d® 

r p ' l+«cosr l+eco«e ' 

Statuendo liic ~ = J “ — 2tangpdp (quod sequitur e differentiatione aequ. I.), 
exprimendoque Hecunduni art. praec. do per d M et dtp, prodit post debitas re- 
ductiones 

^ " tang p sin rd M — “cos 9 eos e dtp, sive 

dr = -do-f-a tang tp sin v d M — a cos tp cos v d tp 

Ceterum hae formulae, sicut eae quas in art. praec. evolvimus, suppositioni 
innituntur, r, tp et M sive potius dr, d tp, et d M in partibus radii exprimi Quodsi 
igitur variationes angulorum v, tp, M in secundis exprimere placet: vel eas formu- 
larum partes quae du, dtp aut d M implicant, per 206264,8 dividere oportet, vel 
eas, quae continent dr, Ap aut do, per eundem numerummultiplicare. Formulae 
igitur art praec., quae hoc respectu sunt homogeneae, mutatione opus non habe- 
bunt 


17 . 

De indagatione aequationis centri maximae pauca adiecisse haud poenitebit 
Primo sponte obvium est, differentium inter anomaliam exceutricam et mediam 
maximum esse pro E = 90°, ubi fit = e (in gradibus ete, exprimenda); radius 
vector in hoc puncto est = «, unde r = 90°-f-tp, adeoque aequatio centri tota 
= tp-|-c, quae tamen hic non est maximum, quoniam differentia inter v et E ad- 
huc ultra p crescere potest. Haecce differentia fit maximum pro d (e — E) = 0 sive 
pro d r = d E, ubi excentricitas manifesto ut constans spectanda est. Qua suj>- 
positione quum generaliter fiat , patet, in eo puncto ubi differentia 

inter r et E maximum est, esse debere sine = sin E\ unde erit, peraequatt. 
VIII. 111., r=ncosp, e cos E = 1 — cos p, sive cos E — tang } p. Perinde 

invenitur eos» = — tangi p, quapropter erit*) 0 = 90° arc sin tangi p, 
E = 90" — aresintangi p; hinc porro sin E — — tang } p*) = , ita ut 

aequatio centri tota in hoc puncto fiat = 2 aro sin tang J p -f- 2 sini p . ^ cos p, parte 

*) Ad es maxima, quae inter aphelium et perihelium iacent, non opus eat respicere, quum manifesto 
al> iis, quae inter peribclium et aphelium sita sunt, in signis tantum differant. 

U. TH. M. 4 
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secunda in gradibus etc. expressa. — lu eo denique puncto, ubi tota aequatio centri 
ipsa maximum est, Heri debet dr=dJ/, adeoque secundum art. 1 5, r = u y^cos^; 

hincfl. = per qunm 

fonnulatn E ultima praecisione determinare licet. Inventa E, erit per aequ. 
X., XII., aequatio centri = 2 are siti 8n j _i_ <■ sin E. Expressioni aequationis 

V<ilf 

centri maximae per seriem secundum potestates excentricitatis progredientem, 
quam plures auctores tradiderunt, hic non immoramur. Ut exemplum habeatur, 
conspectum trium maximorum, quae hic contemplati sumus, pro Itinone ad- 
mugimus, ubi excentricitas secundum elementa novissima = 0,2554996 sup- 
posita est. 


Maximum 

E 

E- 


t’ — E 

1 

v- 

-il 

E—M 

90° n' o" i 

1 4°36 

20 57 

14° 48' 1 t'4S 

29’ 

26' 

32 05 

e —E 

62 32 9 

14 30 

54,01 

14 55 41,79 

29 

26 

35,80 

v — M 

66 14 40 

N 36 

27,39 

14 53 49,57 

29 

30 

16,96 


16 . 


Iu PARABOLA anomalia excentriea, anomalia media atque motus me- 
dius fierent = 0 ; hic igitur istae notiones comparatioui motus cum tempore 
inservire nequeunt. Attamen in parabola angulo auxiliari ad integrandum 
rrde omnino opus non habemus; tit enim rrde — = eiotunujr _ 

-j-tang J e*) d tangi»', adeoque J rrde = {]>p(tMig 1 c -f- J taugle*) -j- Oonst. 
8i tempus a tnuisitu per perihcliuin incipere sup]>oMtur, Constans fit =0; lia- 
betur itaque 


tang J o + I taug 4 e* = — 


per quam formulam / ex r, atque r ex t derivare lioet, simulae j> et p sunt co- 
gnitae. Pro p inter elementa parabolica radius vector in perilielio qui est \p ex- 
hiberi, inassaque p omnino negligi solet. Vix certe uin(|uain]>ossibile erit, massam 
corporis talis cuius orbita tamquam parabola computatur, determinare, reveraque 
omnes cometae per optimas reccntissininsque observationes densitatem atque mas- 
sam tam exiguam habere videntur, ut liaee insensibilis censeri tutoque negligi 
possit. 
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19. 

Solutio problematis, ex anomalia vera deducere tempus, multoque adhuc 
magis solutio problematis inversi, magnopere abbreviari potest per tabulam auxi- 
liarem, qualis in pluribus libris astronomicis re peritur. Longe vero commodissima 
est tabula BARKEiiiana, quae etiam operi egregio cel. Olbkks ( Abhandhmg iiher die 
leirhte.de itnd hequem.de Methode, die Unhn elues Cometen zti herechnen, Weimar 
1 797) annexa est. Continet ea pro omnibus anomaliis veris a 0 usque ad ISO' per 
singula 5 minuta valorem expressionis 75tangi »-}- 25tang 1 e 5 sub nomine motos 
medii. Si itaque tempus desideratur anomaliae verae o respondens, dividere opor- 
tebit motum medium e tabula argumento v excerptum per 1 , quae quantitas 
motus medius diurnus dicitur; contra si e tempore anomalia vera computanda est, 
illud in diebus expressum per - * multiplicabitur, ut motus medius prodeat, quo 

anomaliam respondentem e tabula sumere licebit. Ceterum manifesto valori ne- 
gativo ipsius v motus medius tempusque idem sed negative sumtum respondet: 
eadem igitur tabula anomaliis negativis et positivis perinde inservit Ri pro p 
distantia in perihelio \ p — q uti malumus, motus medius diurnus exprimitur per 
— ubi factor constans fcl/2812,5 fit = 0,9 1 227906 1, ipsiusque logarith- 
mus 9,9601277069. — Inventa anomalia v radius vector determinabitur per for- 

7 

co» i e’ * 


mulam iam supra traditam r — 7 


20 . 

Fer differentiationem aeqiuitionis tangi p + i tmg j »*= 2 tkp~\ si omnes 
quantitates r, t, p ceu variabiles tractantur, prodit 


dr 

2 cos i e 4 

do 


2 k p *d< — 3 tkp ’dj>, sive 


Wp (U 


3tk 

lrr\'p 


d P 


Bi variationes anomaliae v in secundis expressae desiderantur, etiam ambae partes 
ipsius dt> hoc modo exprimendae sunt, i. e. pro k valorem in iut, 6. traditum 
3348 188 accipere oportet. Quodsi insuper pro p introducatur \pz=zq, formula 
ita se habebit 


de 


rr 


‘“-rT7T, d « 


4* 
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ubi logarithmi constantes adhibendi sunt logfcj/2 = 3,7005215724, log 3 k 
= 3,8766128315. 

Porro differen datio aequationis r = , suppeditat 

y ss ^ -ptang^yd», sive exprimendo dt? per d t et d p 

_ fi atlUngjr . t/p-Unel» 

r \p irr/p I ' rr 

Copfficiens ipsius dp, substituendo pro t valorem suum per t? transit in 

^ — — ““ r 4 **= 7 (i -H tangj e*— I «« J t 4 — i »in J r* tangi»*) = ~ 

coefficiens ipsius df autem Iit — V// - Hinc prodit dr = |cosi’dp-f- -p?-d<, 
sive introducendo q pro p, 

dr = coacdq -+- df 

Logarithmus constans hic adhibendus est logA y/ J = 8,0850664436. 

21 . 

In HYPERBOLA f atque £ quantitates imaginariae fierent, quales si 
aversamur, illarum loco aliae quandtates auxiliares sunt introducendae. An- 
gulum cuius cosinus = | iam supra per tji designavimus, radiumque vectorem 

= r; 5 rr— nr. invenimus. Factores in denominatore huius fractionis, 

cos ) (v — t}/) et cos } (e -f- ■}/) ; aequales fiunt pro t> = 0 , secundus evanescit pro va- 
lore maximo positivo ipsius r, primus vero pro valore maximo negativo. Statuendo 
igitur = u, erit u= 1 in perihelio ; crescet in infinitum, dum t? ad li- 

mitem suum 180° — appropinquat; contra decrescet in infinitum, dum r ad li- 
mitem alterum — (180° — ^i) regredi supponitur: quod fiet ita, ut valoribus oppositis 
ipsius v valores reciproci ipsius u, vel quod idem est valores tales quorum loga- 
rithmi oppositi sunt, respondeant. 

Hic quotiens u percommode in hyperbola ut quantitas auxiliaris adhi- 
betur; aequali fere concinnitate istius vice fungi potest angulus cuius tangens = 
tanglr . quem ut analogiam cum ellipsi sequamur, per \F denotabimus. 

Hoc modo facile sequentes relationes inter quantitates v, r, «, F colliguntur, ubi 
a — — b statuimus, ita ut b evadat quantitas positiva. 
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p COS ^ 


I. 6 = pcotangi}»* 

II. r = — p — = — 

i+<co««> Sco»I(ti — $)cos J (e + <(,) 

III. taiigjP= tangi v. = tangi» tangis = 

« ==fgi| = SSiJ = “"»(«•+ I O ' 

i , f | II i + emfom- e -r ro» i- 

eosF T i - u j leMKe-f) + • +eco»e 


IV. 

V. 


Subtrahendo ab aequ. V. utrimque t, prodit 

VI. .i». t «V r = «in I = .in I f '. /9-* " * 

= t(“— <W^f. =«— o/ (1 V'- 

Simili modo addendo utrimque 1 fit 

VII. oo.l»yr=«o.*py (r p5 i=y = tatalf. \/‘'~Jr 

= *(“+>)^rFir. = i(«+')^ ! ^r li 
Dividendo VI. per VII. ad III. reveniremus; multiplicatio producit 

VIII. r sin v — p cotang tang F — b tang t}» tang F 

= lpeotang4i.(«— i) = f i tangi}», (t*—^) 

E combinatione aequatt. II. V. porro facile deducitur 

IX. rcosu=6(« — = 16(2 e — u — 

x - ' = »(=»-•)-♦*<•(« + i)-‘) 


22 . 

Per differentiationem formulae IV. prodit (spectando t{» ut quantitatem con- 
stantem) ~= i (tang ] (t> -f- <}») — tang j (t' — tj/))de = rta ^ y dr; hiuc 

rrde = — sive substituendo pro r valorem ex X., 

rrd» =6itang^.(le(l +^) — ^)dw 

Integrando deinde ita, ut intcgrale in perihelio evanescat, fit 
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Jrrdvz=bb tang 'j . ( j e (« — d j — log w J = k i \j p . ^/( l -j- u) = kt taug'j«. ^b . 1 -f-u) 

LogarithniU8 liie est hyperbolicus ; quodsi logarithmos e systemate Buiooico vel 
generaliter e systemate euius modulus = X adhibere placet, nmssaquc p (quam 
pro corpore in liyperbola incedente haud determinabilem esse supponere possumus) 
negligitur, aequatio liancce formam induit: 

VI i \ MU"' I i \fct 

AI. J K e locf u = — t 

* u * b» 

sive introducendo F 

X e tang F — logtang(45*-)-| F) = 

Si logarithmus Baiooicos adhiberi supponimus, habemus logX = 9,6377843 1 1 3, 
log X it = 7,8733657527, sed praecisionem aliquantulum maiorem attingere lieet, 
si logarithmi hyperbolici immediate applicantur. Tangentium logarithmi hyper- 
bolici in pluribus tabularum collectionibus reperiuntur, c. g. in iis qnas Schvlzk 
curavit, maiorique adhuc extensioni in Reni. 1'hsixi Magno Canone Triangulorum 
logarithmico, Colon. 1624, ubi persingula io" progrediuntur. — Ceterum fonnula 
XI. ostendit, valoribus reciprocis ipsius //, sive valoribus oppositis ipsius F et u 
respondere valores oppositos ipsius I, quapropter partes hyperbolae aequales a 
perihelioque utrimque aequidistantes temporibus aequalibus describentur. 


23. 

Si pro inveniendo tempore ex anomalia vera quantitate auxiliari « uti pla- 
cuerit, huiug valor commodissime per aequ. IV. determinatur; formula dein II. 
absque novo calculo statini dat p per r, vel r per p. Inventa u formula XI. dabit 
quantitatem - ‘ * ‘ , quaeanalognestanonialiae mediae in ellipsi et per N denotabitur, 
unde demanabit tempus post transitum per jierihelium elapsum. Quum pars prior 
ipsius N puta >c " per formulam VI II. fiat = i/, calculus duplex huius 

quantitatis ipsius praecisioni examinandae inservire, aut si mavis, N absque u ita 
exhiberi potest 

yiT ikjr XU n f^iino i co»j (r — < |») 

** * A 2rou J (* + •>; cosHc — ’Y> cos \ (» + ^j 
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Exemplum. Sit « = 1,2619821 sive iji = 37'35'0“, v= 18 * 510 ", logr 
0,0333585. Tum calculus pro n, j>, /j, JS\ t ita «e habet: 


log COS } (t’ ty) . . . 

9,994 1 706 i 



log cos I (r + <(i) . . . 

9,9450577 1 

hinc loga , . 

. . . . 0,0491129 

logr 

O,03335S5 

w 

= 1,1197289 

log 2 e 

0,4020488 

uu 

= 1,2537928 

lo gP 

0,3746356 



logcotang'{/’ .... 

0,2274244 





0,6020600 

Culculus «llec 

l°g* r 

9,4312995 

log(«K— 1) . 

. . . . 9,4044793 

log sint - 

9,5093258 

Compl. logu . 

. . . . 9,9508871 

log* 

0,6877843 

log* 

. . . . 9,6377943 

Conipl. logsimji . . . 

0,2147309 

log} e . . . . 

. . . . 9,7999998 


8,7931395 


9,793 1395 

Pars prima ipsi ns N = 

0,0621069 



log« = 

0,0491 129 



N = 

0,0129940 

logAT 

. . . . 8,1 137429 

log a A: 

7,8733658 l 

Differentia . . 



0,9030900 | 

. . . . 6,9702758 

! loff n 




log' 

. . . . 1,1434671 



t = 

1 3,9 1 44S 


24. 

Si calculum per logaritliuios hyperbolicos exsequi constitutum est, quantitate 
auxiliari F uti praestat, quae per aequ. III. determinabitur, atque inde N j>er XI.; 
semiparnnieter e radio vectore, vel vicissim hic ex illo per fonnulnm VII I. computa- 
bitur; pars secunda ipsius A’ duplici si litbet modo erili potest, scii, per formulam 
log byp tnng (45 1 -)-} F), et per hanc log hyp cos J (v — t|i) — log hypeos } (p-f-ij/). 
Ceterum patet, quantitatem N hic ubi i. — 1 in ratione l:X maiorem evadere, 
quam si logarithmi BRtooici adhibeantur. Ecce exemplum nostrum hoc modo 
tractatum : 


J 
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log tangi 

9,5318179 

log tangi e 

9,2201009 

logtang 1 F 

8,7519188 

loge 

0,1010188 

log tangi*’ 

9,0543366 


9,1553554 

e tang F = 

0,14300638 

loghyptang(4 5 ’+!/’’) = 

0,1 1308666 

N — 

0,02991972 

log* 

8,2355814 1 

«log* 

0,9030900 i 


fF = 3’ 13 58"l2 

C. loghypcosi(c — iji) = 0,0 1342266 
C.loghypcosi^-f-*}') — 0 , 1 2650930 


Differentia 

= 0,11308684 

log.iV 

. . . . 8,4759575 

Differentia . . . 

. . . . 7,3324914 

l°g' 

. . . . 1,1434661 

f — — 

13,91445 


25. 

Ad solutionem problematis inversi, e teiupore anomaliam veram radiumque 
vectorem determinare, primo ex N = \kb~h per aequationem XI. elicienda est 
quantitas auxiliaris u vel F. Solutio huius aequationis transscendentis tentando 
perficienda erit, et per artificia iis quae in art 1 1. exposuimus analoga abbreviari 
poterit. Haec autem fusius explicare sujxersedemus: neque enim operae pretium 
esae videtur, praecepta pro motu hyperbolieo in coelis vix umquam fortasse se 
oblaturo aeque anxie expolire ac pro motu elliptico, praetereaque omnes casus qui 
forte occurrere possent per methodum aliam infra tradendam absolvere licebit 
Postquam F vel u inventa erit, e inde per formulam III., acdeiti r vel per II. vel 
per VI II. determinabitur; commodius adhuc per formulas VI. et VII. v et r simul 
eruentur; e fonnulis reliquis una alterave pro confirmatione calculi, si lubet, in 
usum vocari poterit. 

26. 

Exemplum. Manentibus e et b ut in exemplo praecedente, sit <=65,41236: 
quaeruntur v et r. Uteudo iogarithmis Usiouicis habemus 


log t 1,8156568 

logXfcfe-*. , . . . 6,9702758 

logiV 8,7859366, unde A’ = 0,06108514. 
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Hinc aequationi N = Xetang/’ — logtang(45° -f- { F) satisfieri invenitur per F 
= 25' 24 27 06, unde fit j>er formulam III. 

logtang i F .... 9,3530120 
logtang J-J» .... 9,5318179 

logtang! v .... 9,82 1 194 t adeoque Jt*=33*3 1 29"89 atquei’=67”2 59 78. 

Hinc porro habetur 

C.logcos J (e-j-'}') • 0,2137470 i 

C.logcoB+(p— 4). 0,0145.97 { DifferCnti * ,1992279 

log£ 9,9725808 »"g‘« n g(45*+ +F) . 0,1992280 

logr 0,2008541 

27. 

Si aequatio IV. ita differentiatur, ut «, e, simul ut variabiles tractentur, 

prodit 

iIm «in<(ids-t -»inFil<ji rt*n|g-/> . . rsiiis «. 

I» lcos)(r — -yi cosj («• -f- ')>) p ' 1 ' pcos-j/ ■ 

llifferentiando perinde aequationem XI., inter variationes differentialea 
quantitatum i/, ’Ji, A r emergit relatio 

= (}e H — |d«+ — — — -n- - d4, sive 

X i* l ' mu/ m/ 1 lucmy r 7 

il5T r i . rsinr 

-r- = i - d« 4 - r- — r d 9 

X 6 M 1 0 008 9 T 

Hinc eliminando du adiumeuto aequationis praecellentis obtinemus 
AN rr . , / , . r l riin r , , 

x =fc/,^ a " + ( l + p)^ d ^ "•« 

d v = *-*?«* d.v— |* + b ) ,1 .L 

fcrr \r 1 p} co*<|i T 

= 66to S j., l p)ri«Od 4( 

Xrr \ 1 r / sm? ' 

28. 

Differentiando aequationem X., omnibus r, />, e, u pro variabilibus habitis, 

G. Tli. m. 5 
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substituendo d*' = ^| i d’J/, eliminandoque d n udiumentoaequatioui* inter d.Y, 
du, d '{/ in art. proec. traditae, prodit 

d r = fdi+-r _W dA'+ - „ !(« + Maini— (« — }d<-. 
b 1 2).«r » ‘i cos \ i 1 tr/ r l u! I T 

C-oefticieiis ipsiiw djY pcraequ. VIII. transit in ~~ ; cotffficieiift ipsius dty au- 
tem , substituendo per aequ. IV., u (sin — sin v) = sin (ty — r) , ~ (sin + 8 ^ 1 *) 

. /i , n . , . 6 sin 'v cos r «cosr • . » » 

= sin(6 4-r), mutatur in , ita ut habeatur 

'* * n cos^ sm*!* 1 


sini} 
b siur 


d '- f"+n£i d ‘ v + 


ji <<>s r 
siuf 


d(}i 


Quatenus porro N ut functio ipsarum b et I spectatur, tit d A’ = d/ — { . ^ <1 1>, 
quo valorc .substituto, d r, ac perinde iu art. praee. de, per d?, d//, di}i expressae 
habebuntur. Ceterum quod supra monuimus etiam hio repetendum est, scilicet 
si angulorum r ct '\i variationes non in partibus radii sed in secundis expressae 
concipiantur, vel omnes terminos qui dp, di{* continent per 206294,8 dividi, vel 
omnes reliquos per hunc numerum multiplicari debere. 


29. 

Quum quautitates auxiliares in ellipsi adhibitae f, £’, M , in hyperbola va- 
lores imaginarios obtineant, haud ubs re erit, horum nexum eum quantitatibus 
realibus, quibus hic usi sumus, investigare: apponimus itaque relationes praecipuas, 
ubi quantitatem imaginarium ^ — I per i denotamus. 


s II |J> 


suis = e = — 

> ensy 

tangi 45*— { 9 ) — = i tang } •> 

tang? = } cotang(45* — { ?) — { tang (45*— } ?) = 
cos? = « tang'Ji 

? = 90 -)- /log(siu? -j- /cos?) = 90* — t logtang(45'd- } •{<) 
tang } E = /tang J F — "“7 1; 

a — } cotang { E- j- { tang j E = — /cotang/’ sive 
sin E = i tang F = l "'“~ 11 

n i u 

cotang E = J cotang \E — { tang { E = — -, ( C. sire 
*« 4- 1 


r, . . .» |(«M— I) 

tang E = / sin r — 
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r* i m u 4- 1 

co njb = — ,, = - 

COS i* 2 M 


i E = log (eo» E- f - 1 sin E) = log 1 sive 
E = i* log u = i’logtang(45*-|- {^) 


M = £ — e sin E = ilog u - 

p 


ie(uu~ i) 
i u 


Logarithmi in his formulis sunt hyperbolici. 


iit 

k 


30. 

Quum omnes quos e tahulis loguritlmiicis et trigo) i ome tricis (lepromimus 
numeri praecisionem absolutam non admittant, sed ad certum tantummodo gradum 
sint approxinmti, ex omnibus calculis illarum adiumeutn perlectis proxime tantum 
vera resultare possunt. In plerisque quidem casibus tabulae vulgares ad septimam 
figuram decimalem usque exactae, i. e. ultra dimidiam unitatem in figura .septima 
excessu seu defectu uumquani aberrantes a vero, praecisionem plus quam sufficien- 
tem suppeditant, ita ut errores inevitabiles nullius plane sint momenti: nihilomi- 
nus utique fieri potest, ut errores tabularum in casibus specialibus effectum suum 
exserant augmentatione tanta, ut methodum alias optimam plane abdicare aliatn- 
que ei substituere cogamur. Huiusmodi casus in iis quoqne calculis, qnos hacte- 
nus explicavimus, occurrere potest ; quamohrem ah instituto nostro haud alienum 
erit, disquisitiones quasdam circa gradum praecisionis, quam tabulae vulgares in 
illis permittunt, hic instituere. Esti vero ad hoc argumentum calculatori practico 
gravissimum exhauriendum hic non sit locus, investigationem eo perducemus, nt 
ad propositum nostrum sufficiat., et a quolibet, cuius interest, ulterius expoliri et 
ad quasvis alias operationes extendi possit. 


31. 

Quilibet logaritlmms, sinus, tangens etc. (aut generaliter quaelibet quantitas 
irrationalis e tahulis exeerpta) errori obnoxius est, qui ad dimidiam unitatem in 
figura ultima ascendere potest: designabimus hunc erroris limitem per u>, qui ita- 
que in tabulis vulgaribus fit = 0,00000005. Quodsi logaritlmms etc. e tabulis 
immediate desumi non potuit, sed per interpolationem erui debuit, error duplici 
caussa aliquantulum adime maior esse potest. Primo enim pro parte pro]M>rtionali, 
quoties (figuram ultimam tamquam unitatem spectando) non est integer, adoptari 
solet integer proxime maior vel minor: hac ratione errorem tantum non usque ad 

5* 
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duplum augeri ] ms.se facile perspicitur. Ad hanc vero erroris uugnieiitntioiieni 
omnino hie non respicimus, (|imm nihil obstet, quominus unam alterainve figuram 
deciinalem parti illi jiroportionali affigamus, nulloque negotio pateat, logarithnmm 
interpolatum, si pars proportionalis absolute exacta esset, errori maiori obnoxium 
‘non esse quam logarithmos in tabulis immediate expressos, qnatenus quidem horum 
variationes tamquam uniformes considerare liceat Erroris augtnentatio oltero inde 
nascitur, quod supjmsitio isti omni rigore non est vera: sed Imne quoque negligi- 
iiius, quoniam effectus differentiarum secundarum nltiorumqiie in omnibus prope- 
iikkIhiu casibus nullius plane momenti est (praesertim si pro quantitatibus trigono- 
metrieis tabulae excellentissimae quasTAVlXiR curavit adhibentur), faeilique negotio 
ipsius ratio Imberi possit, ubi forte ] laul Io maior evaderet. Statuemus itaque pro 
omnibus easibus tabularum errorem maximum inevitabilem = «o, siquidem argu- 
mentum (i. e. numerus cuius lognrithnius, seu angulus cuius sinus e te. quaeritur) 
praecisione absoluta habetur. Si vero argumentum ipsum proxime tantum innotuit, 
errorique maximo, cui obnoxium esse- potest, responderi' supponitur logaritliini etc. 
variatio tu (quam per rationem differeiitialiiun definire licet), error maximus loga- 
ritlimi per tabulas computati usque ad ascendere potest. 

Vice versa, si adi umento tabularum argumentum logarithmo dato respon- 
dens computatur, error maximus ei eius variationi aequalis est, quae respondet 
variationi <•> in logarithmo, si hie exacte datur, vel quae respondet variationi logu- 
rithnii w si logarithmiis ipse usque ad tu’ erroneus esso potest. Vix opus erit 
monere, u et i» eodem signo affici debere. 

Si plures (piantitates intra ceitos tantum limites exactae adduntur, aggre- 
gati eiTor maximus aequalis erit aggregato singulorum errorum nuiximorum, iis- 
dem signis affectorum ; quare etiam in subtractione quantitatum proxime exactu- 
rum differentiae error maximus summae errorum singulorum iiiaxiinoruiu aequalis 
erit, in multiplicatione vel divisione quantitatis nou absolute exactae error maxi- 
mus in eadem ratione augetur vel diminuitur ut quantitas ipsa. 


32 . 

Progredimur iam ad applicationem horum principiorum ad utilissimas ope- 
rationum supra explicatarum. 

i. Adhibendo ad computum anomaliae verae ex anomalia excciitricn in motu 
elliptiiioform. Vll.art. S., si -f et A exacte haberi supponuntur, in logtang(45 — { f,) 
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et logtang J E committi jiotest error io, adeoque in differentia = logtang } /• error 
2 o) ; error maximus itaque in determinatione anguli { r erit , , 1 J ' \ _ ■ lt “ slur , 

designante /. modulum logarithmorum ad hunc calculum adhibitorum. Error ita- 
que, cui anomalia vera r obnoxia eat, in secundis expressus fit = 5t ".®" ,r 2o(»2H5’ 
= oii" 1 i sin r, si logarithmi Hn mnici ad septem figuras decimales adhibentur, 
ita ut semper intra o 07 de valore ipsius r certi esse possimus: si tabulae minores 
ad quinque tantum figuras adhibentur, error usque ad 7 12 ascendere posset. 

II. Si eoos A’ adiumento logarithmorum computatur, error committi [Hitest 
usque ad s — ~ ; eidem itaque errori obnoxia erit quantitas 1 — ecosA’ sive r . 
Iu computando ergo logarithmo huius quantitatis error usque ad (l-j-ojo» ascen- 
dere potest , designando per 5 quantitatem , positive sumtani: ad citudein 

limitum (f-f-olto ascendit error in logi possibilis, siquidem logo exactu datus 
supponitur. Quoties exccntricitas parva est, quantitas 3 arctis semper limitibus 
collrcutur: qtiaudo vero <- parum differt ab I, 1 — e cos E perparva manet, qunin- 
diu A' parva est; tunc igitur 3 ad magnitudinem Imiul coutcmueudam increscere 
potest, i|Uocirca in hoc casu formula III. art. S. minus idonea esset. Quantitas 
8 ita etiam exprimi potest s r _ , (piae formula adhuc clarius 

ostendit, quando errorem ( l -f- 8 ) «> contemnere liceat. 

III. Adhibendo formulam X. art. S. tui eomjmturn anomaliae verae ex ex- 
eentrica, log|/“ obnoxius erit errori ( 1 -j- J 8)o», adeoque logsin } 'f sin A'j/" huic 
( J J o) i» ; hinc error maximus iu determinatione anguli r — A’ vel v possibilis 
eruitur = “(7 -f- 3)tang 4 (c — E), sive in secundis expressus , si septem figurae 
decimales adhibentur, = (o I 6® -I- o’ 02-1 8)tang 1 (c — E). Quoties exeeutrieitas 
modica est, 8 et tangjf c — E) quantitates parvae erant, quapropter lutee metho- 
dus praecisionem maiorem permittet, quam ea quam in I. contemplati sumus: 
haccce contra methodus tunc praeferenda erit, quando exccntricitas valde magna 
est propeque ad unitatem ncoedit, ubi 3 et tangj(t> — A’l valores valde cousidc- 
rahiles nancisci possunt. Fer formulas nostras, utra methodus alteri praeferenda 
sit, facile semper decidi jioterit. 

l\ r . Iu determinatione anomaliae mediae ex exccntrica per formulam XII. 
art. 6. error quantitatis esitiA’, adiumento logarithmorum computatae, adeoque 
etiam ipsius anomaliae M , usque ad ’ “ r * in ascendere potest, qui errroris limes 

si in secundis expressus desideratur per 20K265’ est multiplicandus, llinofacile 
coneluditur, iu problemate inverso, ubi A’ ex M teiitamlo determinatur , -E qitaii- 
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titnte . JA. 206265' == :l “ e ' , * ln B . 206265' erroneam esse posse, e t*i aequa- 

tioni E — e «in E = M omni qimm talmlae permittunt praecisione satisfactum 
fuerit. 


Anomalia vera itaque c media computata duabus rationibus erronea esse 
potest, siquidem mediam tamquam exacte datam consideramus, primo propter 
errorem in computo ipsius r ex E commissum, qui ut vidimus levis semper mo- 
menti est, secundo ideo quod valor anomaliae excentricae ipse iam erroneus esse 
potuit. Effectus rationis posterioris definietur per productum erroris iu E com- 


missi per 


dr i i . 3<D»siiiK dr iweosine .-....«ce" 

quod productum fit — — , . f . 206265 = — . 20626;» 


— . n”o7 1 2, si septem figurae adhibentur. Hic error, provaloribus 

jmrvis ipsius r semper modicus, permagnus evadere potest, quoties e ab unitate 
parum differt, uti tabella sequens ostendit, quae pro quibusdam valoribus ipsius 
e valorem maximum illius expressionis exhibet» 


c 

♦•rror maximus 

e «rror maximus > e 

error maximus 

0,90 

04 2 

,i 

0,94 

0 73 0,96 

2 28 

0,91 

0,48 

0,95 

0,89 0,99 

4,59 

0,9 2 

0,5 -i 

0,96 ! 

1,12 0,999 

46,23 

0,93 

o,62 

0,97 

1,50 


motu 1 

lyperbolico, 

«i v per 

formulam IIT. art. 

21. ex F et exacte 


notis determinatur, error usque ad — ^ ur . 206265" ascendere potest; si vero per 
formulam tang { t> — computatur, u et i> exacte notu, erroris limes 

triente maior erit, puta = 4 ™*-" r . 206285" = o 09 sinti pro septem figuris. 

VI. Sij >er formulam XI. art. 22. quantitas ' ^ = N mliumento logaritbmo- 
mm BRiOoicomm computatur, e et it vel f. et F tamquam exacte notas sup- 
ponendo, pars prima obnoxia erit errori - K ~ r ™ , si computata est in forma 
, vel errori **» si computata est in forma {Xcm — j*, vel 

errori 3eu»tang.F, si computata est in fonna XrtaugE, siquidem errorem in logX 
vel logjX commissum contemnimus. In casu primo error etiam per 5 c o> tang F, 
in seCuudo jier exprimi potest, nude patet, in casu tertio errorem omnium 

semper minimum esse, in primo autem vel secundo maior erit, prout n aut ^>2 
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vel <2, sive prout + I''^> 36 5 2 vel <96*52'. — Par* secunda ipsius -V mitem 
semper obnoxia erit errori u>. 


VII. Vice versa patet, si u vel F ex A' tentnudo eruatur, u obnoxiam 

foreerrori (l + Setnng F)u> j“,, vel huic i 1 + » prout membrum primum 

in valore ipsius A’ vel in factores vel in partes resolutum adhibentur; F autem 

errori huic (1 + 3etang.F)u> y. Signa superior» post pcrihelium, inferiora ante 

perihelium valent. Qnodsi hic jiro vel pro j*. substituitur emerget effec- 

tus muus errons in determinationem ipsius v, qui igitur ent >rr 

aut si quantitas auxiliaris u adhibita est; contra, si adhibita 

est >; ille effectus fit = _ « j <Vt.‘»«£ + 1. 

’ Xrr X | — taaici 1 I 

Adiicere oportet factorem 206265", si error in secundis exprimendus est. Mani- 
festo hic error tunc tantum cousiderabilis evadere potest, (piando •{/ est angulus 
parvus, sive e paullo maior quam 1; eeee valores maximos huius tertiae expres- 
sionis pro quibusdam valoribus ipsius e, si septem tigtirac decimales adhibentur: 


& 

error naximut 

1,3 

0 34 

1,2 

0,5 4 

1,1 

1,31 

1,05 

3,03 

1,0 1 

34,41 

1,001 

1064,65 


Huic errori ex emineo valore ipsius F vel i/ orto adiicere oportet errorem in 
V. determinatum, ut inccrtitudo totalis ipsius v habeatur. 

VIII. Hi aequatio XI. art. 22. adiuiuento logarithmorum hyperladicorum 
solvitur, F pro quantitate auxiliari adhibita, effectus erroris in hac opera- 
tione possibilis in determinationem ipsius v per similia ratiocinia invenitur 

____ (» , 3<*ninr h o» 

taug^* — /Ung>‘ 

ubi per «i ineertitudiueni maximam in tabulis logarithmorum liyperholicorum 
designamus. Pars secunda huius expressionis identica est cum parte secunda 
expressionis in VII. traditae, primo vero in ratione i. ui' : io minor quam prima 
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in illa expressione, i. e. in ratione 1:24, si tabulam Uksini ad octo ubique 
figuras exactam sive <o = O,n0O0(r0OU5 supponere liceret. 


33 . 

In iis igitur sectionibus conicis, quarum excentrieitas ab unitate parum 
differt, i. e. iu ellipsibus et hyperbolis, quae ad paraladam proxiine accedunt, 
methodi supra expositae tum pro determinatione anomaliae verae e tempore, tum 
pro determinatione temporis ex anomalia vera*), omnem quae desiderari jxisset 
praecisionem non patiuntur: quin adeo errores inevitabiles, crescentes dum orbita 
magis ad parabolae similitudinem vergit, tandem omnes limites egrederentur. 
Tubulae maiores ad plures quam septem figuras constructae hanc ineertitudineni 
diminuerent quidem, sed non tollerent, nec impedirent, quominus omnes limites 
superaret, simulae orbita ad parabolam nimis prope accederet. Praeterea me- 
thodi supra traditae in hoccc casu satis molestae fiunt, quoniam |jars earum in- 
directa tentamina saepius repetita requirit: cuius incommodi taedium vel gravius 
est, »i tabulis maioribus operamur. Haud sane igitur superfluum erit, methodum 
jieculiarem excolere, per quam in hoc casu ineertitudineni illam evitare, soloqne 
tabulam vulgarium adminiculo praecisionem sufficientem assequi liceat. 


34. 

Methodus vulgaris, per quam istis incommodis remedium afferri solet, se- 
quentibus principiis innititur. Respondeat in ellipsi vel hyperbnla, cuius excen- 
tricitas c, semipammeter /> adeoque distantia in perihelio tempori 

post peri heliitm t anomalia vera e; respondeat porro eidem tempori in paralsda, 
cuius semiparameter — 2 «/, sive distantia in perihelio = q, anomalia vera w, 
massa p vel utrimque neglecta vel utrimque aequali supposita. Tunc patet haheri 


jl JO*! ■ w = i/» • ^2 «i 

J (i •fecosr)* * Ji'1 + cosw) 1 VJ 'V / 


integralibus a v — 0 et /r — u incipientibus, sive 


h 


(t-fr»e)*dr r ad w 

-fecosrJV 2 J(t + co9ic) 9 


*) Quoniam tempus implicat factorem a f vel error in M vel N commissu* eo magis augetur 


quo maior 


P P 

fuerit a = — --- , vel 6= 


i~e* te — t 
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Itesignando ' per a, tang J v per 6, integrale prius invenitur 

= v/(l + a).(0 + |-ft 5 (l— 2a) — ±9®(2a — 3ao)-f- }0’(3aa — 4«*) — etc.) 

posterius = tang] to-j- j tang] /r*. Ex hac aequatione facile est determinare w 
per a et v y atque v per a et te, adiuiueuto serierum infinitarum: pro a si 
magis placet introduci potest 1 — e — = 3. Quum manifesto pro a = 0 

vel 3 = 0 fiat e = w , liae. serie» sequentem formam habebunt: 

ir = » -(- 3 v' -j- 33 v -j- 5® t “ -f- etc. 
o = w -f- 3 w -f- 33 w" -f- 3* w " -f- etc. 

ubi v t v\ o ’ etc. erunt functiones ipsius v, atque >r\ ie~, ut ' etc. functiones 
ipsius w. Quoties 8 . est quantitas perparva, hae series celeriter convergent, 
paucique termini sufficient ad determinandum w ex v, vel v ex w. Ex w 
invenitur t, vel te ex t en quem supra pro motu jsirabolico explicavimus modo. 

35. 

Expressiones analyticas trium coBfficientium primorum seriei secundae w, 
iri', /r' Bessei, noster evolvit, simulque pro valoribus numericis duorum pri- 
moriun w, w" tabulam ad singulos argumenti ir gradus constructam addidit 
(von / ach MonniUrhr < 'oi rr.yioiulntz , vol. XII. p. 107). Pro cocfHciente primo 
w' talmla iam ante habebatur a Siupson computata, quae operi clar. Olbebs 
supra laudato annexa est. In plerisque casibus hacce methodo adiuiueuto tabulae 
BEssKi.ianae anomaliam veram e tempore praecisione sufficiente determinare licet: 
quod adhuc desiderandum relinquitur, ad haecce fere momenta reducitur: 

I. In problemate inverso, temporis puta ex anomalia vera determinatione 
ad methodum quasi indirectam confugere atque ir ex r tentando derivare opor- 
tet. Cui incommodo ut obveniretur, series prior eodem modo tractata esse de- 
beret ac secunda: et quum facile perspiciatur, — t’ esse eandem functionem 
ipsius r, qualis w est ipsius «r, ita ut tabula pro ut signo tantum mutato 
pro v inservire possit, nihil iam requireretur nisi tabula pro quo utruinque 
proble.ma aequali praecisione solvere liceat. 

II. Interdum utique occurrere possunt casus, ubi excentricitas ab unitate 
parum quidem differt, ita ut methodi generales supra expositae praecisionem haud 
sufficientem dare videantur, nimis tamen etiauuium, quam ut in methodo pe- 

o. th. m. 6 


Digifized by Google 


42 


1.IBEK I. HEITII) I. 


c tiliari modo adumbrata effectum potestatis tertiae ipsius 3 altioruniqne tuto con- 
temnere liceat. In motu imprimis hyperbolico eiusmodi casus sunt possibiles, 
ubi, sive illas methodis adoptes sive hanc, errorem plurium secundorum evitare 
non possis, siquidem tabulis vulgaribus tantum ad septem figuras constructis 
utaris. Ktinmsi vero huiusmodi casus in praxi raro occurrant, aliquid certe deesse 
videri posset, si in ownilms casibus anomaliam vernm intra ()”l aut saltem o"2 
determinant non liceret, nisi tabulae maiores consulerentur, quas tamen ad libros 
rariores reterendas esse constat. Haud igitur prorsus superfluam visum iri spera- 
mus expositionem methodi peculiaris, qua iatndudum usi sumus, quaeque eo etiam 
nomine se commendabit, quod ad excentricitates ab unitate parum diversas haud 
limitata est, sed hocne saltem respectu applicationem generalem patitur. 


36. 

Antequam hanc methodum exponere aggrediamur, observare conveniet, in- 
certitudinem methodorum generalium supra traditarum in orbitis ad parabolae 
similitudinem vergentibus sponte desinere, simulae E vel F ad magnitudinem 
eonsiderabilem increverint, quod quidem in magnis demum a Sede distantiis fiet. 



sponte patet, errorem arctis semper limitibus circumscriptum esse, simulae E va- 
lorem eonsiderabilem acquisiverit, sive simulae cos E ab unitate magis recesserit, 
quantumvis magna sit excentrieitas. Quod adhuc luculentius apparebit per tabu- 
lam sequentem, in qua valorem immericum maximum istius formulae pro quibus- 
dam valoribus determinatis computavimus (pro septem figuris decimalibus): 

E = IU ' error maximus =s 3' 0 4 
20 0,76 

30 j 0,34 

40 0,19 

50 j 0,12 

60 0,08 

Simili modo res se habet in hyperbola, ut statim apparet, si expressio in art. 32. 
VII. eruta sub hanc formam ponitur 206265''. Valore» 


Digitized by Google 



RELATIONES AI) LOCEM SIMPLICEM IN ORBITA SPECTANTE». 


43 


maximo» huius expressionis pro quibusdam vilioribus determinatis ipsius F tabula 
sequens exhibet: 


F 

« 

error maximus 

10' 

1,192 

0,839 

8*66 

20 

1,428 

0,700 

1,38 

30 

1,732 

0,577 

0,47 

40 

2,114 

0,466 

0,22 

50 

2,74 7 

0,364 

0,1 1 

60 

3,732 

0,268 

0,06 

70 

5,671 

0,176 

0,0 2 


Quoties itaque E vel F ultra 40° vel 50° egreditur (qui tamen casus in or- 
bitis a parabola parum discrepantibus haud facile occurret, quum corpora coelestia 
in talibus orbitis incedentia in tantis a Sole distantiis oculis nostris plerumque se 
subducant), nulla aderit ratio, cur methodum generalem deseramus. Ceterum in 
tali casu etiam series de quibus in ait. 34. egimus nimis lente convergerent: nenti- 
quam igitur pro defectu methodi nunc explicandae haberi potest, quod iis impri- 
mi» casibus adaptata est, ubi E vel F ultra valores modicos nondum excrevit. 

37. 

Resumamus in motu elliptico aequationem inter anomaliam excentricam et 
tempus 

E— emi E == *-W (, +& 

t » 1 

ubi E in partibus rndii expressam supponimus. Factorem (/( 1 -{- p) abhinc 
omittemus; si umquam casus occurreret, ubi eius rationem habere in potestate 
operaeque pretium esset, signum t non tempus ipsum post perihelium , sed hoc 
tempus per |/(l-|-p) multiplicatum exprimere deberet. Designamus porro per q 
distantiam in perihelio, et pro E et sin E introducimus quantitates E — sin E 
et E — i't(E — sin E) = -,% E- 1- , ’ 0 sin E : rationem cur has potissimum eligamus 
lector attentus ex sequentibus sponte deprehendet. Hoc modo aequatio nostra 
formam sequentem induit: 

( 1 — e) ( i\E 4- , V siu E) + (A + A f) (E — sin E) = k t ( 

e* 
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Quatenus E ut quantitas parva ordinis primi spectatur, erit siu E 

= E — E % -j- ,-,'Tr A 6 — etc. quantitas ordinis primi, contra E — sin fi 1 = 

{E * — i i * E b -f- «Vi A’ 7 — etc. quantitas ortlinis tertii. Statuendo itaque 

i,(h— sin K, . A K + iV *in -E u 

JE + A sin ^ — ’ WA — 

erit 1 A = A’* — E 4 — rt >, t E ' — etc. quantitas ordinis secundi, atque 

5=14-» (.Vir A’* — etc. ab unitate quantitate quarti ordinis diversa. Aequatio 
nostra autem hinc tit 

£(2(t — eM* + *V(l + 8eMi) = ['] 

Per tabulas vulgares trigonometricas ,»4 E ,'„ 8 in E quidam praecisione sutti- 
ciente calculari potest, non tamen E — sin A', quoties E est angulus parvus: 
hacce igitur via quantitates A e,t fi satis exacte, determinare non liceret. Huic 
autem difficultati remedium afferret tabula peculiaris, ex qua cum argumento E 
aut ipsum fi aut logarithmum ipsius fi excerpere possemus: subsidia ad con- 
structionem talis tabulae necessaria cuique in analysi vel mediocriter versato facile 
se offerent Adiumento aequationis 

*M+™. E — d \ 

m fi V 

etiam j/ri, atque hinc I per formulam [ 1 ] omni quae desiderari potest praecisione 
determinare liceret. 

Ecce specimen talis tabulae , quod saltem lentam augmentationem ipsius 
log fi manifestabit: superfluum esset, hanc tabulam maiori extensione elaborare, 
infra enim tabulas formae multo commodioris descripturi sumus: 


E 


* 

log fi 

o\ 

0,0000000 

35” 

0,0000645 

5 

000 l’ 

004 

40 

1099 

10 

45 

1 758 

15 

022 

50 

2675 

20 

069 

55 

3910 

25 

168 ! 

» 

60 

5526 

30 

34» 


| 
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35. 

Haud inutile erit, ea quae in art. praec. .mnt tradita exemplo illustrari». Pro- 
posita sit unomulia vera = 1*0’, excentricitas =0,96764567, log^ =9,7656500. 
Ecce iam ealvulum pro E, H , A et t: 

log tangit' . . 0,0761805 
logl/;^ • . ■ 9,1079927 

logtangjf . . 9,1841792, nude { &’=8’4 11 9 .32, atque E=l 7*22'38"64. 


Huic valori ipsius E respondet log B =0,0000040; porro invenitur in partibus 
radii E = 0,3032928, sin E = 0,2986643, unde JiE+J r miE= 0,1 514150, 
cuius logaritlmius = 9,1801659, adeoque log.4’ = 9,1801649. Hinc dedu- 
citur per formulam [1] art. praec. 


‘‘«tyo-r, • • • 2,45896 1 4 

log AS 9,1801649 

log 43,56386 = 1,6391263 
19,98014 
63,54400 = t 


log A 

log 19,980 14 = 


3,7601038 

7,5404947 

1,3005985 


Tractando idem exemplum secundum methodum, vulgarem , invenitur e sin E in 
secundis = 5961 o”79 = 1 6*33’30‘’79, unde anomalia media =49' 7’85 = 29 4 7' 85. 
Hinc et ex log/cji^-)^ = 1,6664302 derivatur t = 63,54410. Differeutia, 
quae liic tantum est rf 1 1 „ pars unius diei, conspirantibus erroribus facile triplo 
vel quadruplo maior evadere potuisset. 

Ceterum patet, solo adiumeuto talis tabulae pro log B etiam problema in- 
versum omni praecisione solvi posse, determinando E per tentamina repetita, 
ita ut valor ipsius I inde calculatus cum proposito congruat Sed haec operatio 
satis molesta foret: quamobrem iam ostendemus, quomodo tabulam auxiliarem 
multo commodius adornare, tentamina vaga omnino evitare, totumque calculum 
ad algorithmum maxime concinnum atque expeditum reducere liceat, qui nihil 
desiderandum relinquere videtur. 


39. 

Dimidiam fere partem laboris quem illa tentamina requirerent abscindi 
posse statim obvium est, si tabula ita adornata habeatur, ex qua log H immediate 
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argumento A desumere liceat, '['rea tunc siijKTessent operatione*; prima in- 
directa, puta determinatio ijwiius A, ut aequationi [l] art. 37. satisfiat ; secunda, 
determinatio ipsius E e* A et B, quae fit directe vel j»er aequationem E = 
= 2 B(A^ -(- A^), vel j>er hanc sin E = 2 B{AS — Jyl’); tertia, determinatio 

ipsius v ex E per aequ. Vll. art. 8. Operationem primam ad algori tlimum 
expeditum et a tentaminibus vagis liberum reducemus; secundam et tertiam vero 
in unicam contrahemus, tabulae nostrae quantitatem novam C inserendo, quo 
pacto ipsa E omnino opus non habebimus, siniulque pro radio vectore formulam 
elegantem et commodam nanciseemur. Quae singula ordine suo iam peraequemur. 

Primo aequationem [lj ita transformabimus, ut tabulam BABKKuiauam ad 
eius solutionem adhibere liceat. Statuemus ad hunc finem .4* = tangj ir. 
unde fit 75tang{<p-|- 25 tang { /r s = — ^ * *' — designando constantem 
Si itaque B esset cognita, w illico e tabula BAUKKxiana 

ut 


per a . 


desumi posset, ubi est anomalia vera, cui respondet motus medius ^ ; ex w de- 
rivabitur A per formulam A = 6 tang { designando constantem * per f. 
Iam etsi B demum ex A per tabulam nostram auxiliarem innotescat, tamen 
propter perparvam ipsius ab unitate differentiam praevidere licet, w et A levi 
tantum errore affectas provenire posse, si ab initio divisor B omnino negligatur. 
Determinabimus itaque primo, levi tantum calamo, w et A, statuendo / 1 = 1 ; 
cum valore approximato ipsius A e tabula nostra auxiliari inveniemus ipsam B , 
cum qua eundem calculum exactius repetemus; plerumque respondebit valori sic 
correcto ipsius A prorsus idem valor ipsius B, qui ex approximato inventus 
erat, ita ut nova operationis repetitio superflua sit, talibus casibus exceptis, ubi 
valor ipsius E iam valde considerabitis fuerit. Ceterum vix opus erit monere, 
si forte iam ab initio valor ijmius B qnoinodocunque approximatus aliunde in- 
notuerit (quod semper fiet, quoties e pluribus locis haud multum ab invicem di- 
stantibus computandis, unus aut alter iam sunt absoluti) praestare, hoc statim in 
priina approximatione uti: hoc modo calculator scitus saepissime ne una quidem 
calculi repetitione opus habebit. Hanc celerrimam approximationem inde assecuti 
sumus, quod B ab 1 differentia ordinis quarti tantum distat, in coPfficientem 
perparvum numerieum insuper multiplicata, quini commodum praeparatum esse 
iam perspicietur per introductionem quantitatum E — sin A’, E -j- x ', sin E loco 

ipsarum E, sin E. 
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40. 

Quum mi operationem tertiam, puta determinationem anomaliae verae, an- 
gulus E ipse non requiratur, sed tantum tangi i? sive potias log tangi E, ope- 
ratio illa cutn secunda commode iungi posset, si tabula nostra immediate suppe- 
ditaret logarithrnum quantitatis , quae ab I quantitate ordinis secundi 

differt. Maluimus tamen tabulam nostram modo aliquantulum diverso adornare, 
quo extensione minuta nihilominus interpolationem inulto commodiorem assecuti 
sumus. Scribendo brevitatis gratia T pro tang ) E*, valor ipsius A inart. 37. 

traditus ' 1 facile transmutatur in 

jg+sing 

. T- t r* + « T' — y r'+ ft r*— ftc. 

A ~ ' - A 2T+* jf 1 — A T'+ * T'- rtc. 


ubi lex progressionis obvia est. 
j — » — M+ 


Hinc deducitur per conversionem serierum 
s 5 «■ A'+ ,1 J % ? , A'+ T MV.V A‘+ etc. 


Statuendo igitur y = 1 — \A f- < erit 6' quantitas ordinis quarti, qua in ta- 
bulam nostram recepta, ab A protinus transire possumus ad r per formulam 


«VI— 


A 

iA + C 


T t»n* S «• 

flx-lA+n 


designando per y constantem \/ t * . Hoc modo simul lucramur calculum 

percommodum pro radio vectore. Fit enim (art. 8. V I.) 

9co»fg* i (i — 1 A+C)i 

cos^r^ (i -t-rico«4r‘ (i + i^t + C)cosir* 


41. 

Nihil iam superest, nisi ut etiam problema inversum, puta determinationem 
temporis ex anomalia vera, ad algorithmum expeditiorem redueamua: ad hunc 
finem tabulae nostrae columnam novam pro T adierimus. Computabitur itaque 
primo T ex v per formulam T = tangi r*. deiti ex tabula nostra argu- 
mento T desumetur A et log/f , sive (quod exactius, imo etiain commodius 
est) C et log/f, atque hinc A per formulam A = f Z^Y > t,l,ic * enl ex A et B 
emetur t per formulam [1] art. 37. Quodsi hic quoque tabulam BARKEKianam 
in usum vocare placet, quod tamen in hoc problemate inverso calculum minus 
sublevat, non opus est ad A respicere, sed statim habetur 

tangi w = tang } v. 


Digitized by Google 


48 


LIBKK I. SECTI" I. 


atque hinc tempus /, multiplicando motum medium anomaliae verae w in ta- 
bula BAKKKxiana respondentem jwr . 


4 2 . 

Tabulam, qualem hactenus descripsimus, extensione idonea construximus, 
operique huic ndiecimits (Tab. 1.). Ad (ilipsin sola jmrs prior spectat; partem 
alteram, quae motum hyperhi dicam complectitur, intra explicabimus. Argumen- 
tum tabulae, quod est quantitas A , per singulas partes millesimas a 0 usque 
ad 0,300 progreditur; sequuntur log li et < quas quantitates in partibus 
10000000" 1 '* , sive ad septem tiguras decimales ex pressas subi ntelligere oportet 
cifrae enim primae, figuris significativis praeeuntes, suppressae sunt; columna 
denique quarta exhibet quantitatem T primo ad 5 dcin ad li figuras computa- 
tam, quae praecisio abunde sufficit, quum haec columna ad enm tantummodo 
usum requiratur, ut argumento T valores respondentes ipsius log li et C' habe- 
antur, quoties ad normam art. praee. / ex r determinare lubet. Quum pro- 
blema inversum, quod longe freqtientioris usus est, puta determinatio ipsius r et 
r ex /, omnino absque quantitatis T subsidio absolvatur, quantitatem A pro 
argumento tabulae nostrae eligere maluimus quam T , quae alioquiu argumen- 
tum aeque fere idoneum fuisset, imo tabulae constructionem aliquantulum facili- 
tavisset. Haud superfluum erit monere, omnes tabulae numeros ad decem tiguras 
ab origine calculntos fuisse, septemque adeo figuris, qinis hier damus, ubique tuto 
confidere licere; mothodis nutem analyticis «d hunc laborem in usum vocatis hoc 
loco immorari non possumus, quarum 'explicatione copiosa nimium ah instituto 
nostro distraheremur. Ceterum talmlae extensio omnibus casibus, ubi methodum 
hactenus expositam sequi prodest, abunde sufficit, quum ultra limitem A — 0,3, 
cui respondet T— 0,392374 sive /i = <i 17 , methodis artifieialilms commode 
ut supra ostensum est abstinere liceat. 

43. 

Ad maiorem disquisitionum praecedentium illustrationem exemplum calculi 
completi pro anomalia veni et radio vectore ex tempore adiicimus, ad quem finem 
numeros art. 38. resumemus. Statuimus itaque e = 0,96704567, log»/ = 
9,76565011, / = 63,54400, unde primo deducimus eonstantes loga = 0,3052357, 
log6 = 8,22 t 7364, log-j = 0,0028755. 
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Hinc iit loga/ = 2,1083102, cui respondet in tabula Barkeri valor ap- 
proximatus ipsius w = 99’ 6', unde derivatur A = 0,022923, et ex tabula 
nostra log Ii — 0,0000040. Hinc argumentum correctum quo tabulam Barkeri 
intrare oportet fit = log ^ = 2,1083082, cui respondet w = 99*6’ 1 3"l 4 ; dein 
calculus ulterior ita se habet: 


log tang { ?/?* . . 0,1385934 


log« 8,2217364 

logM 8,3603298 

A =0,02292608 

hinc log H perinde ut ante; 

C =0,0000242 

1 —iA + C= 0,9816833 


l-j-M + C'= 1,0046094 


logtaiigl-ie 0,0692967 

log-j 0,0028755 

1 O.log(l — tA-\-C) • • 0,0040143 

log tangi v 0,0761865 

it) =50° O’ 0" 

v — 100 0 0 

log£ 9,7656500 

2 Coinp.log cos 4 - v . . . 0,3838650 
log(l— iA+C). . . . 9,9919714 
C.log(l + i^4-(-C) . . 9,9980028 
logr 0,1394892~ 


Si in hoc calculo lactor Ii omnino esset neglectus, anomalia vera errorusculo 
0"l tantum (in excessu) prodiisset allecta. 


44. 

Motum hyperbolicum eo brevius absolvere licebit, quoniam methodo ei 
quam hactenus pro motu elliptico exposuimus prorsus analoga tractandus est. 
Aequationem inter tempus t atque quantitatem auxiliarem u forma sequente 
exhibemus: 

(« — I)(tV(« — j) + Alog«) + (iV + Ae)( *(« — •;)— log u) = A; *(£=!)* 

ubi logarithmi sunt hyperbolici, atque ,* r (« — ^]-J- A-logw quantitas ordinis 
primi, ^ j — log« quantitas ordinis tertii , simulae log« tamquam quan- 

titas parva ordinis primi spectatur. Statuendo itaque 

•(l(“~) -'»*-) . , V.(— ;) + AI»g« 

—7 ,, -■ — = 4 A = B 

*(»— ;) + Al<*“ t v' A 

0 . TH. M. 7 
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erit A quantitas ordinis secundi, li autem ab unitate differentia ordinis quarti 
discrepabit. Aequabo nostra tunc fonuum sequentem induet: 

ZI(2(c— l)A* + *(l + 9c)x4*)=^*-^)‘ [2] 

quae aequationi [1] art. 37. prorsus analoga esfc Statuendo porro ( “ j = T, 
erit T ordinis secundi, et per methodum «erierum inijiiitaruin invenietur 

f~ 1 + .M + V «*-4*+rJIS#T^‘—r»V»Wnr^ & +etC. 

Quamobrem ponendo * T ~ ' + »4 -f-C, erit C quantitas ordinis quarti, atque 
A =< ', + j j 7 - denique pro radio vectore exaequ. VII. art. 21. facile sequitur 

_ 9 0 + 1-4 4 ~ O 9 

(i-T)c©«4#« ' (i— M + O.wjr 1 


45. 

Pars posterior tabulae primae operi huic annexae ad motum hyperbolicum 
spectat, ut iam supra monuimus, et pro argumento A (utrique bibulae parti 
communi) logarithtuuin ipsius li abpie quantitatem G ad septem tignras dcci- 
urnles (eifris praecedentibus omissis), quantitatem T vero ad quinque dein ad 
sex tignras sistit. Extensa est haec pars, perinde ut prior, usque ad A = o,3uo, 
cui respondet T— »,241207, n = 2,930 vel =0,311, F— +52’ 1 9’; ul- 
terior extensio superflua fuisset (art. 36.). 

Ecce iam ordinem calculi tum pro determinatione temporis ex anomalia vera 
tum pro deterniinatioue anomaliae verae ex tempore. In problemate priori habe- 
bitur T per formulam T — tang { e’ ; ex T tabula nostra dabit log/f et 
v, unde erit A= hinc tandem per formulam [2] art. praec. invenietur 

t. In problemate posteriori computabuntur primo logarithmi constantium 

a _ "»✓« +!*) 
a?* 

* 1+9 e 

Y = [ l "± % - 

• V l4-»f 


Tunc determinabitur A ex t prorsus eodem modo ut in motu elliptico, ita 
scilicet ut motui medio ^ in tabula IIaukkki respondeat anomalia vera w atque 
flat A — J bmg } eruetur scilicet primo valor approximatus ipsius A ue- 
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gleeto vel si subsidia adsunt aestimato factore B\ bine tabula nostra suppeditabit 
valorein approximatum ipsius B, cum quo operatio repetetur; valor novus ipsius 
B hoc modo prodiens vix umquain correctionem sensibilem passus, neque adeo 
nova calculi iteratio necessaria erit. (Correcto vidore ipsius A e tabula desume- 
tur C, quo facto habebitur 


tang { v 


✓(i + iA + C)> 


(i — M + 0™jr* 


Patet hinc, inter formulas pro motu elliptico et hyperbolico nullam omnino dif- 
ferentiam reperiri, si modo 6, A et T in motu hyperbolico tamquam quanti- 
tates negativas tractemus. 

46. 

Motum hyperbolicnm quoque aliquot exemplis illustravisse haud inutile 
erit, ad quem finem numeros artt. 23. 26. resumemus. 

I. Data sunt e = 1,2618820, logi/ = 0,0201657,” e = 18*510": quae- 
ritur t. Habemus 


2 log tang {c . . . . 

. . . 8,4402018 

log T 

7,5038375 

HV-h 

, . . 9,0636357 

log(i -f- (!) 

0,0000002 

log T 

7’ 

. . . 7,5038375 

C.log(t — j7’) . . . . 

0,001 1 099 

= 0,00319034 

logii • ■ ; 

7,5049476 

logi/ 

= 0,9000001 



c 

= 0,0000005 



i t®?* 

loR m _- t) 

. . 2,3866444 


2,8843582 

log A^ 

, . . 8,7524738 

log a' 

6,2574214 

log 13,77584 = 

1,1391 182 

logO, 138605 = 

9,1417790 


0,13861 
13,91445 = t 


II. Manentibus c et q ut ante, datur t — 65,41236, quaeruntur c et r. 
Invenimus logarithmos constantium 


loga = 9,0758345 
log 6 = 9,0251649 
log / = 9,9807640 


7* 
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Porro prodit lugaf = 1,7014943, unde per tabulam Barkeio valor approxi- 
tnatus ipsius w = 70° 3 1 ’ 44 ’, atque hinc A = 0,052983. Huie A in tabula 
nostra respondet logi? = 0,0000207; unde log^ = 1,7914736, valor cor- 
rectus ipsius it> = 70*3l'36"86. Calculi operationes reliquae ita se habent: 


2 logtangi w 

|°g_ 8 

logyl 

A = 

logi? ut ante 

G * = 

t + M + C = 
i—lA + C — 


9,6989398 
9,025 1649 
8,7241047 
0,05297911 

0,0001252 

1,0425085 

0,9895294 


logtiiiig)?e 9,8494699 

logf 9,9807646 

lC.l og(l-f- tzl-j-G'). 9 ,9909602 

logtangjr 9,8211947 

i»= 33'3l'30"02 

V = 67 3 0,04 

lo gq 0,0201657 

2C.logcos{-U .... 0,15S0378 
log(l +M + C) ■ • 0,0180796 
C. log(l — j A + C). 0,00 4 5 7 1 3 
logr 0,2008544 


Quae supra (urt. 26.) inveneramus v = 67*2'59"78, logr = 0,2008541, mi- 
nus exacta sunt, proprieque evadere debuisset v = 67” 3' o’oo , quo valore 
suppositi» valor ipsius t per tabulas maiores fuerat computatus. 


Digitized by Google 


SECTIO SECUNDA 

Relatione* ad lorum simplicem in spatio spectantes. 


47 . 

In Sectione prima de motu corporant coelestium in orbitis suis actum est, 
nulla situs, quem hae orbitae in spatio occupant, ratione habita. Ad hunc: situm 
determinandum, quo relationem locorum corporis coelestis ad quaevis aliti spatii 
puncta assignare liceat, manifesto requiritur tum situs plani in quo orbita iacct 
respectu cuiusdam plani cogniti (e. g. plani orbitae telluris, eclipticae ), tum situs 
apsidum in illo plano. Quae quum commodissime ad trigonometriam sphaericam 
referantur, superficiem sphaericam radio arbitrario circa Solem ut centrum descrip- 
tam fingimus, in qua quodvis planum per 8<jlem transiens circulum maximum, 
quaevis autem recta e Sole ducta punctum depinget. Planis aut rectis per Solem 
ipsum non transeuntibus plana rectasque parallelas per Solem ducimus, circulos- 
ique maximos et puncta in sphaerae superficie his respondentia etiam illa reprae- 
sentare concipimus: potest quoque sphaera radio ut vocant infinito magno descripta 
supponi, in qua plana rectaeque parallelae perinde repraesentantur. 

Nisi itaque planum orbitae cum plano eclipticae coincidit, circuli maximi 
Ilis planis respondentes (quos etiam simpliciter orbitam et eclipticam vocabimus) 
duobus punctis se intersecant, quae nodi dicuntur; in notiorum altero corpus e 
Sole visum e regione australi per eclipticam in borealem transibit, in altero ex 
hac in illam revertet; nodus prior ascendens , posterior descendens appellatur. 
Nodorum situs in ecliptica per eorum distantiam ab aequinoctio vernali medio 
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( 'longitudinem ) secundum ordinem signorum numeratam assignamus. Sit, in Fig. 1, 
£1 nodus ascendens, Agi fi pars eclipticae, Cgl D pare orbitae; motus terrae et 
corporis coelestis fiant in directionibus ab A versus B et a C versus D, patet- 
cjue angulum sphaericum, quem Q D facit cum £1 /i, a 0 usque ad 18(1* crescere 
posse, neque tamen ultra, quin £1 nodus ascendens esse desinat: hunc angulum 
inclinationem orbitae. ad eclipticam dicimus. Situ plani orbitae per longitudinem 
nodi atque inclinationem orbitae determinato, nihil aliud iam requiritur, nisi di- 
stantia periheiii a nodo ascendente, quam secundum ipsam directionem motus nu- 
meramus, adeoque negativam sive inter 180* et 360* assumimus, quoties peri- 
hclium ab ecliptica ad austrum situm est. Notentur adhuc expressiones sequentes. 
Longitudo cuiusvis puncti in circulo orbitae numeratur ab eo puncto, quod retror- 
sum a nodo ascendente in orbita tautundem distat, quantum aequinoctium vernale 
ab eodem puncto retrorsum in ecliptica: hinc longitudo periheiii erit summa longi- 
tudinis nodi et distantiae periheiii a nodo; limpitudo cera corporis in orbita autem 
summa anomaliae verae et longitudinis periheiii. Denique longitudo media vo- 
catur summa anomaliae mediae et longitudinis periheiii: haec postrema expressio 
manifesto in orbitis ellipticis tantum locum habere potest. 

48. 

Ut igitur corporis coelestis locum in spatio pro quovis temporis momento 
assignare liceat., sequentia in orbita elliptica nota esse oportebit. 

I. Longitudo media pro quodam temporis momento arbitrario, quod epochtt 
vocatur: eodem nomine interdum ipsa quoque longitudo designatur. Plerumque 
pro epocha eligitur initium alicuius anni, scilicet meridies 1. Ianuarii in anno 
bissextili, sive meridies 31. Decembris anno communi praecedenti». 

II. Motus medius inter certum temporis intervallum, e. g. in uno die solari 
medio, sive in diebus 385, 385} aut 36525. 

III. Semiaxie maior, qui quidem omitti posset, quoties corporis massa aut 
nota est aut negligi potest, quum j>er motum medium iam detur (ait. 7.): commo- 
ditatis tamen gratia uterque setnpcr proferri solet. 

IV. Exeentricitas. 

V. Longitudo periheiii. 

VI. Longitudo nodi ascendentis. 

VII. Inclinatio orbitae. 
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Haec septem momenta vocantur demento motus corporis. 

Iu parabola et hyperbola tempus transitus per perihelium elementi primi 
vice fungetur; pro II. tradentur quae in liis sectionum conicarum generibus motui 
ii(edio diurno analoga sunt (v.art. 19.; in motu byperbolico quantitas \ltb~' art.23.). 
In hyperbola elementa reliqua perinde retineri poterunt, in parabola vero, ubi 
axis maior infinitus atque excentricitas = 1 , loco elementi III. et IV. sola di- 
stantia in perihelio proferetur. 


49. 

Secundum vulgarem loquendi morem inclinatio orbitae, quam nos a 0 us- 
que ad 180’ numeramus, ad 90” tantum extenditm - , atque si angulus orbitae 
cum arcu Si H (Fig. l) angulum rectum egreditur, angulus orbitae cum arcu Q, A 
(qui est illius complementum ad 180° tamquam inclinatio orbitae spectatur; in 
tali tunc casu addere, oportebit, motum esse retrogradum (vel uti si in figura nostra 
E S), F partem orbitae repraesentat), ut a casu altero ubi motus directus dicitur 
distinguatur. Longitudo in orbita tunc ita numerari solet, tit in Si cum longi- 
tudine huius puncti iu ecliptici» conveniat, in directione Si E nutem decrescat; 
punctum initiale itaque a quo longitudines contra ordinem motus numerantur 
in directione SI E tantundem a St distat , quantum aequinoctium vernale ab 
eodem SI in directione St A, Quare in hoc cusu longitudo perihelii erit longi- 
tudo nodi deminuta distantia perihelii a nodo. Hoc modo alteruter loquendi usus 
facile in alterum convertitur, nostrum autem ideo praetulimus, ut distinctione 
inter motum directum et retrogradum supersedere, et pro utroque semper formulas 
easdem adhibere possemus, quum usus vulgaris saepenumero praecepta duplicia 
requirat. 


50. 

Ratio simplicissima, puncti cuiusvis in superficie sphaerae coelestis situm 
respectu eclipticae determinandi, fit per ipsius distantiam ab ecliptica ( latitudinem ), 
atque distantiam puncti, ubi ecliptica a perpendiculo demisso secatur, ab aequi- 
noctio (longitudinem}. Ijatitudo, ab utraque eclipticae, parte usque ad 90° numerata, 
in regione boreali ut positiva, in australi ut negativa spectatur. Respondeant 
corporis coelestis loco heliocentrico, i. e. proiectioni rectae a Sole ad corpus ductae 
in sphaeram coelestem, longitudo 1., latitudo 6; sit porro u distantia loci helio- 
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centrici a nodo ascendente (quae argumentum latitudinis dicitur), i inclinatio 
orbitae, XX longitudo nodi ascendentis, habebuuturque inter i, w, 6, X — £1, quae 
quantitates erunt partes trianguli sphaerici rectanguli, relationes sequentes, quas 
sine ulla restrictione valere facile evincitur: 

I. tang(X — XX) = cos i tange* 

II. tang6 = tangi sin (X — XX) 

III. sin 6 = siti i" sin u 

IV. cos « = eos 8 eos (X — £)) 

Quando t' et m sunt quantitates datae, X — £1 inde per aequ. I. determinabitur, 
ac dein 6 per II. vel per III., siquidem 6 non nimis ad + 90° appropinquat; 
formula IV. si placet ad calculi contirmationem adhiberi potest. Ceterum for- 
mulae I. et IV. docent, X — £1 et w semper in eodem quadrante iacere, quoties 
i est inter 0 et 90°; contra X — £1 et 360° — u ad eundem quadrantem per- 
tinebunt, quoties i est inter 90° et 180°, sive, secundum usum vulgarem, quo- 
ties motus est retrogradus: hinc lunbiguitas, quam determinatio ipsius X — £1 per 
tangentem secundum formulam I. relinquit, sponte tollitur. 

Formulae sequentes e praecedentium combinatione facile derivantur: 

V. sin (« — X -f- £X) = 2 sin J i* sin u cos (X — XX) 

VI. sin (u — X -f- XX) = tang i sin 6 cos (X — £1 ) 

VII. sin(« — X-f-XXJ = tang J ttangSeosw 

VIII. sin («+x-a) = 2 cos l i‘ sin u cos (X — £1 

IX. sin (» -|- X — XX) = cotang } i sui 8 cos (X — £1) 

X. sin(«-f-X — XX) = cotangl i tang 6 cos u 

■Angulus u — X-f-XX, quoties i est infra 90°, aut u-(-X — £X> quoties t est 
ultra 90°, secundum usum vulgarem reductio ad eclipticam dicitur, est scilicet 
differentia inter longitudinem helioeentricam X atque longitudinem in orbita 
quae secundum illum usum est XX "H* (secundum nostrum £1 -)- ")• Quoties 
inclinatio vel parva est vel a 1 80° parum diversa, ista reductio tamquam quan- 
titas secundi ordinis spectari potest, et in hoc quidem casu praestabit, 6 primo 
per formulam III. ac dein X per VII. aut X. computare, quo pacto praecisio- 
nem maiorem quam per formulam I. assequi licebit. 

Demisso perpendiculo a loco corporis coelestis in spatio ad planum eclipti- 
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cae, distantia puncti intersectionis a Sole distantia curtata appellatur. Qtnun per 
r, radium vectorem autem per r designando, habebimus 

XI. r' — reos 6. 

51. 

Exempli caussa calculum in artt. 13. 14. inchoatum, cuius numeros plancta 
Iunonis suppeditaverat, ulterius continuabimus. Supra inveneramus anomaliam ve- 
ram 315*1 23 02, logarithmum radii vectoris 0,3259577: sit iam i — 1 3*6 4 4 I Q, 
distantia perihelii a nodo = 24 l"l0’ 20*57, adeoque u — 1 96*1 1 43 59 ; denique 
sit ££ = 171*7'48”73. Hinc habemus: 


log tang u . 
log cos i . , 

9,4630573 

9,9585266 

log sin (X — £1) . . 
log tangi 

. 9,4348691 n 
. 9,3672305 

log tang (X — 

£l) . . . 9,4515839 

log tang 8 

. 8,8020996 n 

X — 

£1 = 195’47’40"25 

8 = • 

— 3”37’40'02 

X 

= 6 55 28,98 

log cos 6 

. 9,9991289 

logr .... 

0,3259877 

log cos (X — Q) . . 

. 9,9832552 n 

log cos 6 . . 

9,9991289 


9,9824 1 41 n 

logr’ .... 


log cos u 

. 9,9824 14 tu 

Calculus secundum formulas 111. VII. 

ita se liaberet: 


log sinu . . 


log tang }•'.... 

. 9,0604 259 

log sini’. . . 


log tang 8 

. 8,8020995» 

log sin 6 . . 


log cos u 

. 9,9824141 n 

8 

= _ 3' 37 40"02 

log sin (u — X-f-ft) 

. 7,8449395 



u — k-\- £1 = 

0°24 3"34 



>* 

1 

II 

195 47 40,25 


5 2. 

Spectando i et u tamquam quantitates variabiles, differentiatio aequa- 
tionis III. art. 50. suggerit: 

cotang8d6 = cotangtdi-J- cotangudu 

sire 

XH. d€ = sin(X — d i* — )— sin i'cos(X — ft)d« 

o. tu. u. 8 
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Perinde per differeutiationeui aequationis I. obtinemus 

XIII. d (X — £X) = — tang 8 eos (X — ft) d » + d « 

Denique e differentiatione aequationis XI. prodit dr=cos8dr — rain8d8 sive 

XIV. d r' = ct is 8 d r — r sin 8 sin (X — fX)d / — r sin 8 sin i cos (X — £1) d « 

In hac ultima aequatione vel partes quae continent dt et d« per 206265 sunt 
dividendae, vel reliquae per hunc munerum multiplicandae, si mutationes ipsarum 
t et u in minutis secundis expressae supponuntur. 

53 . 

Situs puncti cuiuscunque in spatio commodissime per distantias a tribus 
planis sub angulis rectis se secantibus determinatur. Assumendo pro planorum 
uno planum eclipticae, designandoque j>cr z distantiam corporis coelestis ab hoc 
plano a parte borcnli positive, ab australi negative sumendam, manifesto habe- 
bimus z = r tang? — rsinS = r sin /sinu. Plana duo reliqua, quae per Solem 
quoque ducta supponemus, in sphaera coelesti circulos maximos proiiciont, qui 
eclipticam sub angulis rectis secabunt, quorumque adeo poli in ipsa ecliptica ia- 
cebunt ct 00 ab invicem distabunt. Utriusque [ilani polum istum, a cuius parte 
distantiae positivae censentur, polum positivum appellamus. Sint itaque S et 
N-\- 00’ longitudines polorum positivorum, desiguenturque distantiae a planis 
quibus respondent respective per r , >/. Tunc Incile perspicietur haberi 

x—r' cos(X — X) =r eos 6 cos (X — p)oos(jV — Q.) -j- reos 8 sin (X — fi)siu uV — £} i) 
j/ = r'siu(X — X ) — r cos8sin(X — ,Qjoo.s(X — £\) — r cos 8 cos (X — £i,) sin (X — Q) 

qui valores transeunt in 

x — r cos ( A’ — fli) cos u -j- r cos i sin (X — ft,) sin u 
i/ = r cos i cos (X — £1) sin w — r sui ( N — £1) cos i/ 

Quodsi itaque polus positivus plani ipsarum ./• in ipso nodo ascendente collocatur, 
ut sit X = £1, habebimus coordinatarum x, >/, z expressiones simplicissimas 

x = rcosu 
ij = r cos » sin u 
z = r sint sinu 
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8i vero haec suppositio locnm non habet, tamen formulae supra datae formam 
aeque fere commodam nanciscuntur per introductionem quatuor quantitatum auxi- 
liarium a , b , A, B ita determinatarum ut liabeatur 

cos (*V — £1) = «sin A 
cos «' sin (N — = a cos A 

— sin (N — £)) — hsin B 
cos i cos (N — £l) = h cos B 

(vid. art. 1 4. II.). Manifesto tunc erit 

x — r asili (u-f- A) 
i/ — rl‘Hin(u -f- B) 
z = rsin i sinu 

54. 

Relationes motus ad eclipticam in prnecc. explicatae manifesto perinde va- 
lebunt, etiamsi pro ecliptica quotivis aliud planum substituatur, si modo sitUR 
plani orbitae ad hoc planum innotuerit; expressiones longitudo et latitudo autem 
tunc supprimendae erunt. Offert, itaque se problema: e situ cognito plani orbitae 
aliasque plani novi ad eclipticam derivare situm plani orbitae ad hoc novum jrfa- 
num. Sint n£l, n£l' partes circulorum maximorum, quos planum eclipticae, 

planum orbitae planumque novum in sphaerc coelesti proiiciuut (Fig. 2.). Ut in- 
clinatio circuli secundi ad tertium locusque uodi ascendentis absque ambiguitate 
assignari possit, in circulo tertio alterutra directio eligi debebit tamquam ci ana- 
loga, quae in ecliptica est secundum ordinem signorum; sit liaec in fig. nostra 
directio ab n versus £1. Praeterea duorum hemisphaeriorum, quae circulus n£l‘ 
separat, alterum censere oportebit analogum hemisphaerio boreali, alterum aus- 
trali: haec vero hemisphaeria sponte iam sunt distincta, quatenus id semper 
quasi borcale spectatur, quod in circulo secundum ordinem signorum progre- 
dienti*) a dextra est. In figura igitur nostra sunt p, n, nodi ascendentes 
circuli secundi in primo, tertii in primo, secundi in tertio; 18»° — nClfo', £l»£l’ 
n£l £1 inclinationes secundi ad primum, tertii ad primum, secundi ad tertium. 
Pendet itaque problema nostrum a solutione trianguli sphaerici, ubi e latere uno 

*) PuU in interiori apliaerae «nperficte, quam figr.ra nostra repraesentat. 

8 * 
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angulisque adiacentibus reliqua sunt deducenda. Praecepta vulgaria, quae in 
trigonoinetria sphaerica pro hoc casu traduntur, tamquam abunde nota supprimi- 
mus: commodius autem methodus alia in usum vocatur ex aequationibus quibus- 
dam petita, quae in libris nostris trigonometricia frustra quaeruntur. Ecce has 
aequationes, quibus in sequentibus frequenter litemur: designant «, b, c latera 
trianguli sphaerici atque A, Ji, C angulos illis resp. oppositos: 

j — c) sinj(7? — C) 

sin { a eu» \ A 

II s fa k (b 4- c) __ cosjffi— C) 

sin J n sin J A 

jjj co&$(fe — c) sin 1 {B -f- (7) 

cusjrt ““ cos \ ,-4 

iy cos Itfb -f c) coSj(15-rO 

coh ^ a siit | A 

Quamquam demonstrationem harum propositionum brevitatis caussa hic praeterire 
oporteat, quisque tamen earum veritatem in triangulis , quorum nec latera nec 
anguli 180° excedunt, haud difficile confirmare poterit. Quodsi quidem idea 
trianguli sphaerici in maxima generalitate concipitur, ut nec latera nec anguli 
ullis limitibus restringantur (quod plurima commoda iusignia praestat, attamen 
quibusdam dilucidationibus praeliminaribus indiget), casus existere possunt, ubi 
in cunctis aequationibus praecedentibus signum mutare oportet; quoniam vero 
signa priora manifesto restituuntur, simulae unus angulorum vel unum laterum 
360° augetur vel diminuitur, signa, qualia tradidimus, semper tuto retinere li- 
cebit, sive e latere angulisque adiacentibus reliqua determinanda sint, sive ex 
angulo lateribusque adiacentibus; semper enim vel quaesitorum valores ipsi vel 
360* a veris diversi hisque adeo aequivalentes per formulas nostras elicientur. 
Dilueidatiouem copiosiorem huius argumenti ad aliam occasionem nobis reserva- 
mus: quod vero praecepta, quae tum pro solutione problematis nostri tum in 
aliis occasionibus formulis istis superstruemus, in omnibus casibus generaliter 
valent, tantisper adiumento inductionis rigorosae, i. e. completae omnium casuum 
enumerationis, haud difficile eom probari poterit. 

55. 

Designando ut supra longitudinem nodi ascendentis orbitae in ecliptica per 
SI, inclinationem per f;"* porro longitudinem nodi ascendentis plani novi in eclip- 
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tica per «, inclinationem per e; distantiam nodi ascendentis orbitae in plano 
novo a nodo ascendente plani novi in ecliptica (arcum n Si' in Fig. 2.) jht ii', 
inclinationem orbitae ad planum novum per r"; denique arcum ab Si ad SI se- 
cundum directionem motus per A: erunt trianguli sphaerici nostri latera Si — n, 
Si, A, angulique oppositi i", ) 80* — *, *. Hinc erit secundum formulas art praec. 

sin 1 i' sin } (ii'-f- A) = « n 1 (ii — ») sin 1 (» + «) 
sin | t" cos J ( A) = cos { (ii — n ) sin } (t — e) 
cos | i sin }( ii' — A) = sin } (ii — n) cos } (*’ -)- «) 
cos } t cos 1 (ii’ — A) = cos 1 (ii — n ) cos ) (i — e) 

Duae primae aequationes suppeditabunt }(ii’-|-A) atque sin J duae reliquae 
i (Si' — A) atque cos}»"; ex }(ii’-|-A) et j (SI — A) demanabunt ii’ et A; ex 
sin } i aut cos } »" (quorum consensus calculo confirmando inservit) prodibit 
Ambiguitas, utrum } (ii + A) et }(ii' — A) inter 0 et ISO* vel inter 180° et 
360° accipere oporteat, ita tolletur, ut tum sin } t" tum cos}»" fiant positivi, 
quoniam per rei naturam t" infra 180° cadere debet 

56. 

Praecepta praecedentia exemplo illustravisse liaud inutile erit. Sit ii = 
172° 28' 13 - 7, » = 3-1° 38’ l"l; porro sit planum novum aequatori parallelum, 

adeoque n = 180°; angulum e, qui erit obliquitas eclipticae, statuinfus = 
23° 27 55 8. Habemus itaque 

ii — n =— 7’3l'46“3 

t-j-i = 58 5 56,9 

f — e — 11 10 5,3 

logsin } (ii — n) .... 8,8l73026n 

log sin }(»-)-«) 9,6862484 

log cos } (t -\- e) 9,9 4 1 6 1 08 

Hinc fit 

logsin}*’ siti}(ii’ -f-A) . . 8,5035510n 
logsin } t" cos } (ii'+ A) . 8 ,9 872023 
unde } (ii'-j— A) = 341’ 49' 19’01 
logsin}»’ 9,0094368 


Hsi — ») 

+(*■+«) 

}(»• — £) 
logCOS|(ii 
logsin }(»’- 
log cos } (i - 

logcos}*' sin} (ii — A). 8,7589134 n 
logcos}* cos}(ii’ — A). 9,9969960 
unde }(ii — A) = 356'4l'3l"43 
logcos}*" ....... 9,9977202 


= — 3’45'53”15 
= 29 2 58,45 

= 5 35 2,65 

— ») . . . 9,9990618 
-e) .... 8,9881405 
-t) .... 9,9979342 
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Obtinemus itaque •} i — 5*5l'56"445, t' = 1 1*43'52 89, fi' = 338*30 50 43, 
A = — 14*52 1 2 4 2. Ceterum punctum n in sphaera coelesti manifesto re- 
spondet aequinoctio autumnali; quocirca distantia nodi ascendentis orbitae in 
aequatore ab aequinoctio vernali (eius rectntrensio) erit 158*30 50' 43. 

Ad illustrationem ait. 53. hoc exemplum adhuc ulterius continuabimus, 
formulasque pro coordinatis respectu trium planorum per Solem transeuntium 
evolvemus, quorum mnun aequatori parallelum sit, duorumque reliquorum poli 
positivi in ascensione recta 0* et 90* sint siti: distantiae ab his planis sint 
resp. z, x , y. Iam si insuper distantia loci heliocentrici in sphaera coelesti a 
punctis ff, fi’ resp. denotetur per w, fiet >t = n — A = w-j-14’52’ 12’42, 
et quae in art. 5 3. per f, N — fi, u exprimebantur, hic erant »“, 180* — fi', «'. 
Sic per fonnulas illic datas prodit 

logr/sin-d 9,96871 97 n loghsinZ/ 9,5638058 

logacosA 9,5546380 n loghcosif 9,95955 19 n 

unde A = 248*55 22"97 unde B = 158°5'5t"97 

loga 9,9987923 logh 9,9920848 

Habemus itaque 

x = a r sin («'-{- 2 18’ 5 5' 2 2*9 7) = arsin(u-|-263*47’35'39) 
y = &rsm («/-{- 158 5 54,97) = Arsin(?i-f-172 58 7,39) 

z = cr sinu' =crsin(ti-f- 14 52 12,12) 

ubi loge = logsin i — 9,309 IS70. 

Alia solutio problematis hic tractati invenitur in von Zach Movatliche (Jor- 
r€sjtondenz, Bd. IX. S. 385, Alni 1804 [Gauss’ Werke, Bd. V r l. S. 94]. 

57. 

Corporis itaque coelestis distantia a quovis plano per Solem transeunto re- 
duci poterit ad formam /iirsin^-j-ii), designante v anomaliam veram, eritqtie 
lc sinus inclinationis orbitae ad hoc, planum, K distantia perihelii a nodo ascen- 
dente orbitae in eodem plano. Quatenus situs jilani orbitae, liucaqne apsidum 
in eo, nec non situs plani ad quod distantiae referuntur pro constantibus haberi 
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possunt, etirmi k et K constantes erunt. Frequentius tamen illa methodus in 
tali casu in usum vocabitur, ubi tertia saltem suppositio non permittitur, etiamsi 
perturbationes negligantur, quae primam atque secundam semper aliquatenus 
afficiunt. Illud evenit, quoties distantiae referuntur ad aequato rem, sive ad pla- 
num aequatorem sub angulo recto in rectascensione data secans: quum enim situs 
aequatoris propter praecessionem aequinoctiorum insuperque propter natationem 
(siquidem de vero non de medio situ sermo fuerit) mutabilis sit, in hoc casu etiam 
k et K mutationibus, lentis utique, obnoxiae erunt. Computus harum muta- 
tionum per formulas differentialea absque difficultate eruendas absolvi potest: hic 
vero brevitatis caussa sufficiat, variationes differentiales ipsarum i, A appo- 
suisse, quatenus a variationibus ipsarum Q, — n atque t pendent. 

d*“ = sini sin iVd(ft — ») — cos^>'d s 

= ST~. ,l (^- W )+UngI' d * 

d A = 

bini v °° 71 sim 

Ceterum quoties id tantum agitur, ut plurcs corporis coelestis loci respectu talium 
planorum mutabilium calculentur, qui temporis intervallum mediocre complec- 
tuntur (e. g. unum anuum), plerumque commodissimum erit, quantitates a, A , 
t, B, c, C pro duabus epoebis intra quas illi cadunt reipsa calculare, ipsarum- 
que mutationes pro singulis temporibus propositis ex illis per simplicem inter- 
polationem eruere. 


55 . 

Formulae nostrae pro distantiis a planis datis involvunt v et r: quoties 
has quantitates e tempore prius determinare oportet, partem operationum adhuc 
contrahere, atque sic laborem notabiliter allevare licebit. Derivari enim possunt 
illae distantiae per formulam persimplicem statim cx anomalia exoeutrica in el- 
lipsi, vel e quantitate auxiliari F aut u in hypcrbola, ita ut computo ano- 
maliae verae radiique vectoris plane non sit opus. Mutetur scilicet expressio 
Ar r sin (m — |— /sT) 

I. pro ellipsi , retentis characteribus art. 8., in 

ah cos f cos K sin E -j- ak ai\K{y,osE — c) 
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Determinando itaque l , L , X per aequationes 

ak sin K = l sin L 
ak cos cp cos K = l cos L 
— eak sin K — — e/ sini = X 

expressio nostra transit in / sin (/? -\-L) -f- X, ubi /, 1/, X constantes erunt, qua- 
tenus k , /f, e pro constantibus habere licet; sin minus, de illarum mutationibus 
computandis eadem valebunt, quae in art. praec. monuimus. 

Exempli caussa transformationem expressionis pro * in art. 56. inventi 
apponimus, ubi longitudinem perihelii = 121" 17'34”4, ip = 14’ 13 31 97, 
loga =6,4 4 23700 statuimus. Fit igitur distantia perihelii a nodo ascendente 
in ecliptica = 308*49 20 7 = u — »; hinc K= 212*36’56”09. Habemus itaque 


log ak 

. . . 0,4411713 

log / siti L .... 0,1727600 

log sin /T . . . . 

. . . 9,73 15887 n 

log/ cos i .... 0,3531 154 

log«A cosip . . . 

. . . 0,4276456 

unde L = 213*25' 5 1"30 

logcos/T .... 

. . . 9,9254698n 

log/ = 0,4316627 

logX = 9,5632352 

X = +0,3657929 


II. In hypcrbolica formula A‘rsin (v -)- K) secundum art. 21. transit in 
X -f- |i tang F -|- s secans F, si statuitur e b k sin K = X , b k tang cos K = p, 
— A A' sin /f = v; manifesto eandem expressionem etiam sub formam 

reducere licet. Si loco ipsius F quantitas auxiliaris « adhibita est, expressio 
fcrsin(t>-|-/f) per art. 21. transibit in a-|~6it-f-J, ubi a, 6, •( determinantur 
per formulas 

a = X = ebksinK 

6 = ^(v-j-(i) = — tebk&in(K — 

7 = I(v — p) = — |e6A-sin(iC+!{<) 

III. In parabola, ubi anomalia vera e tempore immediate derivatur, nihil 

aliud supererit, nisi ut pro radio vectore valor suus substituatur. Denotando ita- 
que distantiam in perihelio per q , exqressio Arsin (u -f- A') fit = - * *“* • 
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59. 

Praecepta pro determinandis distantiis a planis per Solem transeuntibus 
manifesto etiam ad distantias terrae applicare licet: hic vero simplicissimi tantum 
casus occurrere solent. Sit R distantia terrae a Sole, L longitudo hclioccn- 
trica terrae (quae 180' a longitudine geocentrica Solis differt), denique X. , F, Z 
distantiae terrae a tribus planis in Sole sub angulis rectis se secantibus. Iam si 
I. Planum ipsarum Z est ipsa ecliptica, longitudinesque polorum pla- 
norum reliquorum, a quibus distantiae sunt X , F, resp. N et N-\- 90*: erit 
X = Rcoa(L-N), F = Rnn(L—N), Z = 0. 

II. Si planum ipsarum Z aequatori parallelum est, atque rectascensio- 
nes polorum planorum reliquorum, a quibus distantiae sunt X , F, resp. 0 et 90*, 
habebimus, obliquitate eclipticae per e designata 

X = R cos L, Y = R cos e sin L, Z = R sin t sin L. 

Tabularum solarium recentissimarum editores, clarr. de Zach et de Lakbrf., lati- 
tudinis Solis rationem habere coeperunt, quae quantitas a perturbationibus re- 
liquorum planetarum atque lunae producta vix unum minutum secundum attin- 
gere potest. Designando latitudinem heliocentricam terrae, quae latitudini Solis 
semper aequalis sed signo opposito affecta erit, per B , habebimus: 

in casu I. 

X = R cos B cos {L — N) 

Y = i? cos i? sin ( L — N) 

Z = R sin B 

Pro cos B hic semper tuto substitui poterit 1 , angulusque B in partibus radii 
expressus pro sin B. 

Coordinatae ita inventae ad centrum terrae referuntur: si E, tj, C sunt di- 
stantiae puncti cuiuslibet in terrae superficie a tribus planis per centrum terrae 
ductis iisque quae per Solem ducta erant parallelis, distantiae illius puncti a pla- 
nis per Solem transeuntibus manifesto erunt X-\- E, F-|- r„ Z-\- C, valores coor- 
dinat&rum E, i), C autem pro utroque casu facile determinantur sequenti modo. 
Sit p radius globi terrestris (sive sinus parallaxis horizontalis mediae Solis), X 
longitudo puncti sphaerae coelestis, ubi recta a terrae centro ad punctum super- 
ficiei ductum proiicitur, 6 eiusdem latitudo, a ascensio recta, 8 declinatio, eritque 
a . tu. m. 9 


in casu II. 

X = R cos B cos L 

Y = f? cos fi cos* sin Zi — R sin B sin e 
Z = R cos B sin e sin L -|- R sin B cos c 
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in casu I. | iu casu 11. 

t = cos 8 cos (X — X) j * = p cos 8 cos a 

r 4 = peos6sin(X — N) r, = p cos 8 sin a 

C = p «in 8 C = p si» 5 

Punctum illud sphaerae coelestis manifesto respondet ipsi zenith loci in superficie 
(siquidem terra tamquam sphaera spectatur), quocirca ipsius ascensio recta con- 
veniet cum ascensione recta medii coeli sive cum tempore siderali in gradus con- 
verso, declinatio auteiu cum elevatione poli; si operae pretium esset, figurae ter- 
restris sphaeroidicae rationem habere, pro 8 elevationem poli correctam, atque 
pro p distantiam veram loci a centro terrae accipere oporteret, quae per regulas 
notas eruuntur. Ex a et 8 longitudo et latitudo X et 8 per regulas notas 
infra quoque trudendas deducentur; ceterum patet, X convenire cum longitudine 
nonageximi , atque 90’ — 8 cum eiusdem altitudine. 

60. 

Designantibus .<■, y, z distantias corporis coelestis a tribus plauis in Sole 
sub angulis rectis se secantibus; X, Y, Z distantias terrae (sive centri sive puncti 
jn superficie) ab iisdem planis: patet, x — X, y — Y, z — Z fore distantias cor- 
poris coelestis a tribus planis illis parallele per terram ductis, hasque distantias 
ad distantiam corporis a terra ipsiusque locum yeocentricum *) , i. e, situm proiec- 
tiouis rectae a terra ad ipsum ductae in sphaera coelesti, relationem eandem ha- 
bituras, quam x, y , z habent ad distantiam a Sole loeumque holiocentrieum. 
Sit A distantia corporis coelestis a terra; concipiatur in sphaera coelesti perpeu- 
diculum a loco geocentrico ad circulum maximum , qui respondet plano distan- 
tiarum z, demissum, sitque a distantia intersectionis a polo positivo circuli 
maximi, qui respondet plano ipsarum x, denique sit h longitudo ipsius perpen- 
diculi sive distantia loci geocentrici a circulo maximo distantiis z respondente. 
Tunc erit b latitudo aut declinatio geocentriea, prout planum distantiarum z 
est ecliptica aut aequator; contra a -\-N longitudo seu ascensio recta geocentriea, 
si N dosignat in casu priori longitudinem in posteriori ascensionem rectam poli 
plani distantiarum x. Quainobrein erit 

•) In aensu latiori: proprie enim haec expressio ad eum casum refertur, ubi recta e terrae centro 

ducitor. 
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x — A' = A cos b cos a 
y — F = A cos b sin « 
z — Z = A sin b 

Daae priores aequationes dabunt a atque Acos b\ quantitas posterior (quam 
positivam fieri oportet) cum aequatione tertia combinata dabit b atque A. 


61 . 

Tradidimus in praecedentibus methodum facillimam, corporis coelestis lo- 
cum geocentricum respectu eclipticae seu aequatoris, a parallaxi liberum sive ea 
affectum, ac periude a natatione liberum seu ea affectum determinandi. Quod 
enim attinet ad nutationeiu, omnis differentia in eo versabitur, utrum aequatoris 
positionem mediam adoptemus an veram, adeoque, in casu priori longitudines ab 
aequinoctio medio, in posteriori a vero numeremus, sicuti in casu illo eclipticae 
obliquitas media, in hoc vera adhibentia est. Ceterum sponte elucet, quo plures 
abbreviationes in calculo coordinatarum introducantur, eo plures operationes prae- 
liminnres esse instituendas: quamobrem praestantia methodi supra explicatae, co- 
ordinatas immediate ex anomalia excentrica deducendi, tunc potissimum se mani- 
festabit, ubi multos locos geocentricos determinare oportet: contra quoties unus 
tantum locus computandus esset, aut perpauci, neutiquam operae pretium foret, 
laborem, tot quantitates auxiliares calculandi suscipere. Quin potius in tali casu 
methodum vulgarem haud deserere praestabit, secundum quam ex anomalia ex- 
centrica deducitur vera atque radius vector; hinc locus heliocentricus respectu 
eclipticae; hinc longitudo et latitudo geocentrica, atque hinc tandem rectascensio 
et declinatio. Ne quid igitur hic dcosse videatur, duas ultimas operationes adhuc 
breviter explicabimus. 


62 . 

Sit corporis coelestis longitudo heliocentri ea X., latitudo 6; longitudo geo- 
centrica /, latitudo b, distantia a Sole r, a terra A; denique terrae longitudo 
heliocentrica L, latitudo B, distantia a Sole B. Quum non statuamus B — 0, 
formulae nostrae ad eum quoque casum applicari poterunt, ubi loci heliocentrici 
et geocentricus non ad eclipticam sed ad quodvis aliud planum referuntur, modo 
denominationes longitudinis et latitudinis supprimere oportebit: praeterea paral- 
laxeos ratio statim haberi potest, si modo locus heliocentricus terrae non ad centrum 

9 * 
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sed ad locum in superficie immediate refertur. Statuamus porro r cos 6 = r , A cos b 
— A', Ii coali =R '. latn referendo locum corporis coelestis atque terrae in spado 
ad tria plana, quorum unum sit ecliptica, secuudumque et tertium polos suos ha- 
beant in longitudine N et N-\- 90°, protinus emergent aequationes sequentes: 

r' cos (X — R) — Ii cos ( L — N) = A’ cos ( l — i V) 
r'sin (X — N) — insili (L — N) = A' sin (l — N) 
r tang6 — IitangB = A' tangi 

ubi angulus N omnino arbitrarius est. Aequatio prima et secunda statim deter- 
minabunt l — N atque A’, unde et ex tertia demanabit A; ex b et A habe- 
bis A. lain ut labor calculi quam commodissimus evadat, angulum arbitrarium 
N tribus modis sequentibus determinamus: 

I. f Statuendo N = L , faciemus -g sin (X — L) = P, g cos (X — L) — 1 — Q 
invenienturque l — Z<, j { , atque b per formulas 

tang (?—/>) = £ 

A' P Q 

K aa(i—L) eoi / —L) 
jp t»ng{ — taiieB 
tangi = y 

it 

II. Statuendo N = X, faciemus ^sin(X — L) — P, 1 — ^fcoa (X — L) = Q, 
eritque 

tung(7— X) = £ 

A' Q 

p sin(I — X) cos(/— X) 

tang 6 — j Ung B 

tangi = y 

P 

D.I. Statuendo A r =|(X-)-Z(), invenientur I atque A' peraequationes 
tang(J— * (X+Z)) = tangi (X— L) 

V (/+g)»inj (X— Z.) | (/— K ) cos { ( y—L ) 

~~ dnO-*(X+Z)) cos(I-i(X+i)) 

ac dein b per aequationem supra datam. Logarithmus fractionis com- 
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• • -H* t ' i Hf o 

mode calculatur, si statuitur y = tangC, unde fit r ^- j( = tang(45°-(- C). Hoc 

modo methodus III. ad determinationem ipsius / aliquanto brevior est, quam 

I. et II., ad operatioues reliquas autem has illi praeferendas censemus. 


63. 

Exempli caussa calculum in art. 51. usque ad locum hcliocentricum pro- 
ductum ulterius continuamus. Respondeat illi loco longitudo heliocentrica terrae 
24°19’ 49’05 = L, atque log/Z = 9,9980979; latitudinem B statuimus =0. 
Habemus itaque X — L = — 17°24'20”07, log/f' = log/?, adeoque secundum 


methodum II., 




1 x 



9,6729813 

Q) • 

. . . 9,6526258 

logsin (X — L) 


1 -Q 

= 0,4493925 

logcos(X — L) 


Q 

= 0,5506075 

log P 




logV 




Hinc l — X 

= — 14°2l'6"75 

unde l 

= 352° 34' 22 23 

log ? 


unde log A' . 

. . . 0,0797283 

logtangC ... 


log cos Z» . . . 

. . . 9,9973144 

logtangi . . . 

b 

9,0474879 n 

= — 6’2l'55"07 

logA . . . . 

. . . 0,0824139 


Secundum methodum IH. ex logtangC = 9,6729813 
adeoque 

logtang (45°-j-C) • • • • 0,4441091 
logtang^(X — L ) .... 9,1849938 n 
logtang(Z — ^X — ±L ) . . 9,6290029 n 

+ = 15 37 39,015 \ 


habetur C = 25°13'6"31, 


l = 352° 34' 22 225 


64. 

Circa problema art 62. sequentes adhuc observationes adiicimus. 

I. Statuendo in aequatione secunda illic tradita N = X, N = L, N=l , 
prodit i?sin(X — L) = A' sin (l — X); rsin(X — L) — A sin (/ — Z/); r sin (/ — X) = 
S 'sin ( l — L) ; aequatio prima aut secunda commode ad calculi confirmationem ap- 
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plicatur, si methodus I. aut 11, art. 62. adhibita est. Ita habetur in exemplo 


nostro 

logsin(X — L) 9,4756653 u Z, = — 3 1*45 26*82 

log 9, 75461 17 

9,7212536» 

log sin (? — L) 9, 7212536n 


II. Sol duoqne iu plano eclipticae puncta, quae sunt protectione» loci cor- 
poris coelestis atque loci terrae, triangulum planum formant, cuius latera sunt 
A, If, r , angulique oppositi vel X — L, I — X, 180* — l-\-L , vel L — X, X — l, 
130* — Z,-j-/; ex hoc principio relationes in I. traditae sponte sequuntur. 

III. Sol, locus verus corporis coelestis in spatio, locusque veras terrae 

aliud triangulum formabunt, cuius latera erant A, It, r: angulis itaque his resp. 
oppositis per S, T, 180*— S— 7* denotatis, erit ^ = fe ftfe S. Pla- 

num huius trianguli in sphaera coelesti circulum maximum proiiciet, in quo locus 
heliocentrieus terrae, locus helincentricua corporis coelestis eiusdemque locus geo- 
centricus siti erant, et quidem ita ut distantia secundi a primo, tertii a secundo, 
tertii a primo, secundum eandem directionem numeratae, resp. sint S , T, S-\-T. 

IV. Vel ex notia variationibus differentialibus partium trianguli plani, vel 
aeque facile e formulis art. 62. sequentes aequationes differentiales derivantur: 

d l ='“^dX+^r?dr 
dA' = — r’sin(X — /)dX-j-cos(X — l)dr' 

d b = *?»**»*><*-»> d X+ ^|d&+ (tang 6 ooa(X— f) tang A) d r' 

ubi partes quae continent dr, dA’ per 206265 sunt multiplicandae, vel reliquae 
per 206265 dividendae, si mutationes angulorum in minutis secundis exprimuntur. 

V. Problema inversum, scilicet determinatio loci heliocentriei e geocen- 
trico problemati supra evoluto prorsus analogum est, quamobrem superfluum foret, 
illi amplius inhaerere. Omnes enim formulae art. 62. etiam pro illo problemate 
valent, si modo omnibus quantitatibus quae ad locum corporis coelestis heliocen- 
tricurn spectant cum analogis iis quae ad geocentricum referantur permutatis, pro 
L, B resp. substituitur L -f- 1 80", — B, sive quod idem est pro loco helioceutrico 
terrae geocentricua solis accipitur. 
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65. 

Etiamsi in eo casu, ubi ex elementis datis paucissimi tantum loci geocen- 
trici sunt determinandi, omnia artificia supra tradita, per quae ab anomalia ex- 
centrica statim ad longitudinem et latitudinem geocentricam , vel adeo ad rect- 
ascensionem et declinationem, transire licet, in usum vocare vix operae pretium sit, 
quoniam compendia inde demanantia a multitudine quantitatum auxiliarium antea 
computandarum absorberentur: semper tamen contractio reductionis ad eclipticam 
cum calculo longitudinis et latitudinis geocentrieae lucrum haud spernendum prae- 
stabit. Si enim pro plano coordinatarum 2 assumitur ipsa ecliptica, poli autem 
planorum coordinatarum x, >j collocantur in longitudine ft, 90*-f- ft, coordina- 
tae facillime absque ulla quantitatum auxiliarium necessitate determinantur. Ha- 
betur scilicet 


x = rcosit 

X=R<ioz(L—&) 

X —X = A' cos (I — &) 

y = r cos i sinu 

Y=ir*m(L-a) 

>J— Y= Asin (/— ft) 

z = r sint sinu 

Z — iTtaug.fi 

2 — Z — Atangb 

Quoties B= 0, est Ii- 

= B, Z= 0. Secundum has formulas exemplnm nostrum 

numeris sequentibus absolvitur: L — ,Q = 213*1 J O'32 

l°g r 

. . 0,3259877 log Ii' 


log cos u 

. . 9,9824141 n logcos 

(L — &) . . 9,9226027 n 

log siti u 

. . 9,4454714 n log sin 

(L — Q,) . . 9,7394353 n 

log* 

. . 0,3084018» logX 


log r sinu 

. . 9,771 1591 n 


log cos i 

. . 9,9885260 


log sint 

. . 9,3557570 


log.'/ 

. . 9,7599857» log Y 


log 

. . 9,1272161 n Z 

= 0 

Hinc fit 



l°g(x— X) 

. . 0,0795906» 


log (y— 10 

. . 8,4807165» 


unde (l — rt) — 

= 181*26 33"49 l 

= 352*34 22 22 

logX 

. . 0,0797283 


logtangt 

. . 9,0474878» b 

= —6 21 55,08 
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66. 

E longitudine et latitudine puncti cuiusvis in sphaera coelesti eius rcct- 
asccnsio et declinatio derivantur per solutionem trianguli sphaerici, quod ab illo 
puncto polisque arcticis eclipticae et aequaturis formatur. Sit e obliquitas eclipti- 
cae, l longitudo, b latitudo, a ascensio recta, 6 declinatio, eruntque trianguli 
latera *, 90* — b, 90* — 8; pro angulis lateri secundo et tertio oppositis accipere 
licebit 90°-j-a, 90* — l (siquidem trianguli sphaerici ideam maxima generalitate 
toncipimus) ; angulum tertium lateri e oppositum statuemus =90* — E. Ha- 
bebimus itaque per formulas art. 54. 

sin (45* — 1 8) sin l(E-{- a) = sin (45*-)- f Z)sin(45* — |(c b )) 
sin (45* — ( 3 )cos^(jE-|- a) = cos (45*-}- f ?)cos(45* — ^(t — 8)) 
cos(45* — 4 3)sin|(J5 — a ) — cos(45*-(- f/)sin (45* — f(* — b)) 
cos(45* — |8)cosf(E — a) = sin (45°-(--f Z)cos(45* — i (* -(- 8)) 


Aequationes duae primae dabunt o) atque sin(45* — J 5) ; duae ultimae 

i(E — a) atque cos(45* — j S) ; ex j (E -f- a) et -j(E — a) habebitur a siinulque E ; 
ex sin(45° — 1 3) aut cos(45” — 1 8 ), quorum consensus calculo confirmando in- 
serviet, determinabitur 45° — f 8 atque hinc 6. Determinatio angulorum f(A*-j- a), 
\(E — a) per tangentes suos ambiguitati non est obnoxia, quoniam tum sinus tum 
cosinus anguli 45* — }3 positivus evadere debet. 

Mutationes differentiales quantitatum a, 8 e mutationibus ipsarum l, b se- 
cundum principia nota ita inveniuntur: 


da==1 »n^6 d /-^fdi 

cos 6 coi o 


d8 = cosEcosidl-f-sin E Ab 


67. 

Methodus alia, problema art. praec. solvendi, ex aequationibus 

cos t sin l = sin * tang h cos 1 tang a 

sin 3 = cos t sin b -)- sin * cos b sin l 

cos b cos / = cos a cos 8 

petitur. Determinetur angulus auxiliaria 6 per aequationem 


Digitized by Google 


RELATIONES AD LOCUM SIMPLICEM IN SPATIO SPECTANTES. 


73 




eritque 


tau,*. = ?i£±fiSH & 

® cos 9 

tangi = sin atang(t -|- 6) 


quibus aequationibus ad calculi confirmationem adiici potest 


cos 8 


COS h COS l 

cos a 


sive 


cos 3 = 


a>$(C -f* COH b 8111 1 
CO«*JsiU7 


Ambiguitas in determinatione ipsius a per aeqn. secundam co tollitur, quod cos a 
et cos/ eadem signa habere debent. 

Haec methodus minus expedita est, si praeter a et o etiam E desideratur: 
formula commodissima ad hunc anendum determinandum tunc erit cos E = -1? 

. , ^ c«s b 

per hanc formuhim E accurate computari nequit, quoties +cos E 
parumab unitate differt; praeterea ambiguitas remanet, utrum £ inter 0 et 180° an 
inter 180 ° et 360 accipere oporteat. Incommodum prius raro ullius momenti est, 
praesertim, quum ad computandas rationes diffcreutinles ultima praecisio in valore 
ipsius E non requiratur: ambiguitas vero illa adiuiucnto aequationis cos b cos 3 sin/5 
=cost — sin /i sin i facile' tollitur, quae ostendit E inter 0 et 180°, vel inter 180° 
et 360° accipi debere, prout cos t maior fuerit vel minor quam sin /< sino: mani- 
festo hoc examen ne necessarium quidem est, quoties alteruter angulorum 6, 3 
limitem 60°32 non egreditur: tunc enim sin A’ semper fiet positivus. Ceterum 
eadem aequatio in casu supra addigitato ad determinationem exactiorem ipsius E, 
si operae pretium videtur, adhiberi poterit. 


68 . 

Solutio problematis inversi , puta determinatio longitudinis et latitudinis ex 
ascensione recta et declinatione, eidem triangulo sphaerico superstruitur: formulae 
itaque supra traditae huic tini accommodabuntur per solam permutationem ipsius b 
cum 8, ipsiusque / cum — a. Etiam has formulas, propter usum frequentem, hic 
apposuisse' haud pigebit: 

Secundam methodum art. 66. habemus 

sin(45° — f />)sin i (E - — /) = cos(45°-(- J a)sin(45° — } (* — J— S)) 
sin (4 5° — J /i)cos {{E — t) = sin (4 5° — f- f a) cos (4 5° — J (* — 8)) 
cos(45° — J 1 >) sin ^ ( E-\- l) = sin(45°-|- J a)sin (45° — f(e — 8)) 
cos(45" — 1 />) cos f (!?-(-/) = cos(45°-j- Ja)cos(45° — 1(* + 3)) 

O. TU. M. 10 
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Contra ad instar methodi alterius art. 67. determinabimus angulum auxilia- 
rem C per aequationem 

• t»n?S .. 

tan gC = - J 57 , entque 
tangi = 

co«C 

tang/> = sin/tang(C — *) 


Ad calculi confirmationem adiungi poterit 


costcosa c©b(C — c) cos 6 sin a 

cosC hin i 


• cos o cos a 

CO80 = i — = 

COBI 


Pro determinatione ipsius E inservient perinde ut in art praec. aequationes 


cos E ; 


cos 6 


sin c cos I 

COSt 


cos b cos 6 sin E = cos * — sin b sin 6 
Variationes ditferentiales ipsarum i, b hisce formulis exhibebuntur: 
.1 sin E a>» t i . cos E . » 

d< = . — da H . do 

cos» 1 cos 6 

di = — cosJSJcosSda-f-sin J?dB 


69. 

Exempli caussa ex ascensione recta 356°43'45"30 =a, declinatione — 9’47'25” 
= t, obliquitate eclipticae 23°27 59 26 = t longitudinem et latitudinem com- 
putabimus. Estigitur 45“-f- J a= 220*5l'52'65, 45*— i(* -}-8) = 37’39’42"B7, 
45’ — i-(e — 3) = 28*52’ 17*87; lunc porro 

logcos(45°4-|a). . . . 9,8650820 n logsin(45*-|- | a) .... 9,8326903 n 

logsiu(45°— 4(t+B)). . 9,7860418 logsin(45*— $(*— 8)). . 9,6838112 

logcos (45 ’ — j(t - fS)). . 9,8985222 logcos(45*— j(e— 8)) . . 9,9423572 


logsin(45* — | i)sinf (E — l) 9,6511238n 

logsin(45’ — \b)cos\{E — l) 9,7750375 n 

unde \{E—T) = 216*56’ 5"3»; logsin(45°— J b) = 9,8723171 

logcos(45* — ^6)sin4(£+/) 9,5l64915n 

logcos(45* — 4i)cos4(£-f-Z) 9,7'636042n • 

unde = 309*30’49”94; logcos(45’— f l) = 9,8239669 
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Fit itaque E = 426"26 55' 33, l = — 7*25 15 _ 46, sive quod eodem Tedit E 
= 66 26 55 33, I = 35 2 34 44 55; angulus 45° — {b e logarithmo sinus habe» 
tnr 48*1 0 58 1 2, e logarithmo eosinus 48*10'58"l7, e tangente, cuius logarith- 
mus illorum differentia est, 48*10'58"l 4 ; hinc b = — 6’2r56"28. 

Secundum methodum alteram calculus ita se habet: 


logtangS. . 
logsina . . 
logtaugC . . 
r 

C — * 

logsin l 9,111 1232 n 

logtang(C — e). . . . 9,9363874 

logtangft 9,0475 106 n 

b =— 6‘2f56"26 


. . 9,1 893062 n C. logcosC 0,3626190 

. . 8,S719792n logcos(C — t) 9,8789703 

. . 0,3173270 logtanga 8,8731869n 

= 64*17' 6"83 logtang/ 9,1147762n 

= 40 49 7,57 l = 352*34' 4 4"50 


Ad determinandum angulum E habemus calculum duplicem: 


logsin* 9,6001 144 

logcosa 9,9987924 

C.logcosi 0,0026859 

logcosJE 9,6015927 

unde E = 66*26' 55*35 


logsiiiE 9,6001144 

log cos l 9,9963470 

GlogcosS 0,0051313 

~logco8 E ....... 9,60 1 59 2 7 


70. 

Ne quid eorum, quae ad calculum locorum geocentrioorum requiruntur, 
hic desideretur, quaedam adhuc de parallaxi atque aberratione adiicienda sunt. 
Methodum quidem supra iam descripsimus, secundam quam locus parallaxi affec- 
tus, i. e. cuilibet in superficie terrae puncto respondens, immediate maximaque 
facilitate determinari potest: sed quum in methodo vulgari in art 62. et sequ. tra- 
dita locus -geocentricus ad terrae centrum referri soleat, in quo casu a parallaxi 
liber dicitur, methodum peculiarem pro determinanda parallaxi , quae est inter 
Utrumque locum differentia, adiicere oportebit 

Sint corporis coelestis longitudo et latitudo geo cen trica respectu centri ter- 
rae X, 6; eaedem respectu puncti cuiusvis in superficie terrae ?, i>; -distantia car- 

10 * 
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pons a terrae centro r, a pnncto superficiei A; denique respondeat in sphaera 
coelesti ipsi zenith huius puncti longitudo L, latitudo Ii, designeturque radius 
terrae per li. Sponte iam patet, omnes aequatione» art. 62. etiam hic locum ense 
habituras; sed notabiliter contrahi poterunt, qnutn It hic exprimat quantitatem 
prae r et A tantum non evanescentem. Ceterum eaedem aequationes manifesto 
etiamnum valebunt, si X, /, L pro longitudinibus ascensiones rectas, atque 6, h, 
li pro latitudinibus declinationes exprimunt. In hoc casu I — X, h — 6 erunt pa- 
rallaxes ascensionis rectae et declinationis, in illo vero parallaxes longitudinis et 
latitudinis. Quodsi iam U ut quantitas primi ordinis tractatur, eiusdem ordinis 
erunt / — X, b — 6, A — r, neglectisqne ordinibus superioribus c formulis art. 62. 
facile derivabitur: 


j j i II ens li sin (X — L) 

rco.6 

IT. h — 6= H"'* 1 '""' (tang6 cos (1. — L) — tang //) 

III. A — r — — i^eosy^sinS (eotango cos()> — L) -f- tang Ii) 

' Accipiendo angulum auxiliarem 0 ita ut fiat tangO = aequationes II. 

III. formam sequentem nanciscuntur: 


n. 

III. 


b — 6 = 
A— r = 


It vi&Jicci* iX — L) sin (t— 0) B sin 7? sin (5 — 0) 

rcost* mind 

B cos It cos ( X — L) cos (8 — #) It sin B ci ■*. f C — 0') 

ct»«0 siu H 


Ceterum patet, ut in I. et 11. I — X et b — 6 in minutis secundis obtineantur, pro 
li accipi debere parallaxem mediani solarem in minutis secundis expressam; in 
III. vero pro li eadem parui laxis per 206265" divisa accipienda est. Tandem 
nullo praecisionis detrimento in vnloribus parallaxium pro r, X, 6, adhibere lice- 
bit A, l, b , quoties in problemate inverso e loco parallaxi affecto locum ab eadem 
liberum determinare oportet. 


Exemplum. Sit ascensio recta Solis pro centro terrae 220*46 44 65 = X, 
declinatio — 15*49 43 94 =8, distantia 0,990431 l=r; porro tempus sidereum 
in aliquo loco in terrae superficie gradibus expressa 78°20 38" = L , loci elevatio 
poli 4 5 ”2 7’ 5 7" = B, parallaxi» inedia solaris 8 '6 = Ii. Quaeritur locus Solia 
ex hoc loco visus, distantiaque ab eodem. 
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logT? . . . 

• • 

0,93150 

log# 

. . . 0,93450 

logOOK fi . 

• • 

9,84593 

logsin H 

... 9,85299 

C.lqgr . . 

« . 

0,004 19 

C. log r 

. . . 0,00418 

C. log cos 6 

• • 

0,01679 

C. logsin 0 

. . . 0,10317 

logsin (X — 

L) 

9,78508 

logsin (6 — ;0) . . . 

. . . 9,771 52 n 

log (/—).) 

• • 

0,58648 

log (i — 6) 

. . . 0,66636 n 

/—X 


= -f 3*86 

i— 6 = 

— 464 

l 


= 220”46 48 5 1 

i = 

— 1 5*49 48’58 

logtang/i. 

. . 


log(i — 6) . . . . 

. . . 0,66636 n 

log cos (X — 

L) 

9,89909 n 

logeot(6 — 0) . . . 

. . . 0,13522 

log tangO . 

• . 

0,10797 n 



. . . 9,99582 

0 


= 127"5 7' 0" 

logi" 

. . . 4,68557 

6—0 


= — 143’46'44" 

C§ 

1 

U 

• 

: 

... 5, 18297 n 


p— A = — 0,0000304 

A = 0,9904615 

71. 

Aberratio fixarum, nec non pars ea aberrationis planetarum et cometarum 
quae soli motui terrae debetur, oritur inde, quod cum terra integra tubux movetur, 
dum radius luminis ipsius axem opticum percurrit. Corporis coelestis locus ob- 
servatus (qui et apparens seu aberratione affectus dicitur) determinatur per situm 
axis optici telescopii ita collocati, ut radius luminis ab illo egressus in via sua 
utramque huius axis extremitatem attingat: hic autem situs diversus est a situ vero 
radii luminis in spatio. Distinguamus duo temporis momenta /, t , ubi radius lu- 
minis extremitatem anteriorem (centrum vitri obiectivi), ubique posteriorem (focum 
vitri obiectivi) attingit; sint harum extremitatum loci in spatio pro momento priori 
a, b ; pro posteriori a, //. Tunc patet, rectam ab' esse situm verum radii in 
spatio, loco apparenti autem respondere rectam ab vel ab (quas pro parallelis 
babere licet) : nullo porro negotio perspicitur, locum apparentem a longitudine tubi 
non pendere. Differentia inter situm rectarum i a, ba est aberratio qualLs pro 
stellis fixis locum habet: modum eam calculandi hic tamquam notum silentio transi- 
mus. Pro stellis errantibus autem ista differentia nondum est aberratio completa : 
plaueta scilicet, dum radius ex ipso egressus ad terram descendit, locum suum ipse 
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mutat, quapropter situs huius radii non respondet loco geocentrico vero tempore 
observationis. Supponamus, radium luminis qui tempore t in tubum impingit 
tempore T e planeta egressum esse; designeturque locus planetae in spatio tempore 
T per i P, tempore t autem per p\ denique sit A locus extremitatis antecellentis 
axis tubi pro tempore T. .Tunc patet 

I “ rectam A P exhibere locum verum planetae tempore T. 

2" rectam ap autem locum verum tempore f. 

3” rectam b a vel b'a locum apparentem tempore t vel t' (quorum 
differentia ceu quantitas infinite parva spectari potest). 

4’ rectam b'a eundem locum apparentem ab aberratione fixarum purgatum. 

Iam puncta P, a , b' in linea recta iaccnt, eruntque partes Pa., ab propor- 
tionales temporum intervallis t — T, i' — t, siquidem motus luminis celeritate uni- 
formi peragitur. Temporis intervallum t' — T propter immensam luminis veloci- 
tatem semper est perparvum, intra quod motum terrae tanquam recti lineum ac 
celeritate uniformi peractum supponere licet: sic etiam A, a , a' in directum iace- 
bunt, partesque A a , a a quoque intervallis t — T, t' — t proportionales erunt. 
Hinc facile concluditur, rectas AP, b'a' esse paralles, adeoque locum primum 
cum tertio identicum. 

Tempus t — T erit prodnctmn distantiae Pa in 493*, intra quod lumen 
percurrit distantiam mediam terrae a Sole, quam pro imitate accepimus. In hoc 
calculo pro distantia Pa etiain PA vel p a accipere licebit, quum differentia 
nullius momenti esse possit. 

Ex his principiis tres demanant methodi, planetae vel cometae locum appa- 
rentem pro quovis tempore t determinandi, e quibus modo hanc modo illalti 
praeferre conveniet. 

I. Subtrahatur a tempore proposito tempuB intra quod lumen a planeta ad 
terram descendit: sic prodibit tempus reductum T, pro quo locus verus more so- 
lito computatus eum apparente pro t identicus erit. Ad oomputnm reductionis 
temporis t — T distantiam a terra novisse oportet: plerumque ad hunc finem sub- 
sidia commoda non deerunt e. g. per ephemeridem vel levi tantum calamo calcu- 
latara, alioquin distantiam veram pro tempore t more solito sed neglecta praeci- 
sione nimia per calculum praeliminarem determinare sufficiet. 

II. Computetur pro tempore proposito t locus verus atque distantia, exhfic 
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reductio temporis t — T, atque hinc adiuinento motus diurni (in longitudine et la- 
titudine Tei in ascensione recta et declinatione) reductio loci veri ad tempus T. 

III. Computetur locus heliocentricus terrae quidem pro tempore t: locus he- 
liocentricus planctae autem pro tempore T: dein ex horum combinatione more so- 
lito locus geocentricu8 planetae , qui aberratione fixarum (per methodum notam 
eruenda sive e tabulis depromenda) auctus locum apparentem quaesitum suppe- 
ditabit. 

Methodus secunda, quae vulgo in usum vocari solet, eo quidem prae reliquis 
se commendat, quod ad distantiam determinandam nuniqunni opus est calculo diir 
plici, attamen eo laborat incommodo, quod adhiberi nequit, nisi plures loci vicini 
vel calculentur vel ex observatioiubus iam innotuerint; alioquiu enim motum di- 
urnum pro dato habere non liceret. 

Incommodum, quo methodus prima et tertia premuntur, plane tollitur quo- 
ties plures loci sibi vicini calculandi sunt Quam primum enim pro quibusdam 
distantiae iam innotuerunt, percommode et praecisione sufficiente distantias pro- 
xime sequentes per subsidia trita concludere licebit. Ceterum si distantia est nota, 
methodus prima tertiae ideo plerumque praeferenda erit, quod aberratione fixarum 
opus non habet; sin vero ad calculum duplicem refugiendum eat, tertia eo ae com- 
mendat, quod in calculo altero locus terrae saltem retinendus est. 

Sponte iam se offerunt, quae ad problema inversum requiruntur, puta si e 
loco apparente verus derivandus est. Scilicet secundum methodum I. retinebis 
locum ipsum immutatum, sed tempus t, cui locus propositus ut apparens respom- 
det, convertes in reductum 5T, cui idem tamquam verus respondebit Secundum 
methodum II. retinebis tempus <, sed loco proposito adiicLes motum iutra tempus 
<— -T, quasi istum ad tempus t -f- (/ — T) reducere velles. Secundum methodum 
III. locum propositura ab aberratione fixarum liberatum tamquam locum verum 
pro tempore T considerabis, sed terrae locus verus tempori t respondens retinen- 
dus est ac si ad istud pertineret. Utilitas methodi tertiae in Libro secundo clarius 
elucebit 

Ceteram, ne quid desit, adhuc observamus, locum Solis ab aberratione per- 
inde affici ac locum planetae: sed quoniam tum distantia a terra tum motus dL 
umus propemoduni sunt constantes, aberratio ipsa semper valorem tantum non 
constantem obtinet motui medio solis in 493' aequalem, adeoque = 20 25, quae 
quantitas a longitudine vera subtrahenda est ut apparens prodeat Valor aberratio- 
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nis exactus est in ratione composita distantiae et motus diunii, sive quod eodem 
redit in ratione inversa distantiae, unde ille valor tnedius in apogeo 0 34 dimi- 
nuendus in pe rigeo tantuudeni augendus esset. Ceterum tabulae nostrae solares 
aberrationem constantem — 20" 25 iam includunt; quapropter ad obtinendum 
longitudinem veram tabulari 20 25 addere oportebit. 

72 . 

Finem huic Sectioni imponent quaedam problemata, quae in determinatione 
orbitarum planetarum et cometarum usum frequentem praestant. Ac primo quidem 
ad paral laxem reveniemus, a qua locum observatum liberare in art. 70. docuimus. 
Talis reductio ad centrum terrae, quum planetae distantiam a terra proxime saltem 
notam supponat, institui nequit, quoties planetae observati orbita omnino adhuc 
incognita est. Attamen in lioc quoque casu finem saltem eundem assequi licet, 
cuius caussa reductio ad centrum ternus suscipitur, ideo scilicet, quod hoc centro 
in plano eclipticae iacente vel iacere supposito plures formulae maiorem simplici- 
tatem ct concinnitatem nanciscuntur, quam si observatio ad punctum extra pla- 
num eclipticae referretur. Hoc itaque respectu nihil intereat, utrum observatio 
ad centrum terrae an ad quodvis aliud punctum iu plano eclipticae reducatur. Iam 
patet, si ad hunc finem punctum intersectionis plani eclipticae cum recta a plancta 
ad locum veruin observationis ducta eligatur, observationem ipsam nulla prorsus 
reductione opus habere, quum planeta ex omnibus punctis illius rectae perinde 
videatur*): quamobrem boc punctum quasi locum fictum observationis pro vero 
substituere licebit. Situm illius puncti sequenti modo determinamus. 

Sit corporis coelestis longitudo X, latitudo !, distantia A, omnia respectu 
loci veri observationis in terrae superficie, cuius zenitli respondeat longitudo /, la- 
titudo i; porro sit r: semidiameter terrae, L longitudo heliocentrica centri terrae, 
B eiusdem latitudo, Ii eiusdem distantia a Sole; denique L longitudo heliocen- 
trica loci ficti, II ipsius distantia a Sole, A 5 ipsius distantia a corpore coelesti. 
Tunc nullo negotio eruentur aequationes sequentes, denotante N angulum arbi- 
trarium : 


•) Si ultima praecisio desidera tetur, intervallum temporia, intra quod lumen a vero loco observationis 
a«l fictum seu ab hoc ad illum dolabitur, tempori proposito vel addere vel inde subducere oporteret, siqui- 
dem de l^cis aberratione affectis agitur: sed haec differentia vix ollius momenti esse potest, nisi latitudo 
perparva fuerit. 
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R' cos (Z — N) -j- 3 cos 6 cos (X — N) = R cos B cos (L — N) -)- it cos b cos (7 — N) 
R sin ( L' — N) -f- 8 cos 6 sin (X — N) — R cos B sin ( L — N) -|- -n cos b sin (7 — N) 
3 sin 6 = 7? sin B -j- it sini 


Statuendo itaque 

I. (5 sin 5 + it sin i) cotang 6 = p, erit 

II. R 'cos ( L ’ — N) — R cos B cos ( L — N) it cos b cos ( 7 — N) — p cos (X — iV) 
111. R ain(L — N) = R cos B sin (L — -N) -f- x cos b sin (7 — N) — psin(X — N) 


Exaequationibus II. III. determinari poterunt R' et L, ex IV. interval- 
lum temporis tempori observationis addendum quod erit minutis secundis =493 6. 

Hae aequationes sunt exactae et generales, poteruntque tunc quoque adhi- 
beri, ubi pro plano ecliptica aequatore substituto Z, Z', /, X designant ascensiones 
rectas, B , b, 6 declinationes. Sed in casu de quo hic potissimum agimus, scilicet 
ubi locus fictus in ecliptica situs esse debet, exiguitas quantitatum B , it, L — L 
adhuc quandam formularum praecedentium contractionem permittit. Poterit enim 
pro it assumi parallaxis media solaris, B pro sin 5, 1 pro cos B et cos(Z — L), 
L — L pro sin (L — L). Ita faciendo N = Z, formulae praecedentes assumunt 
formam sequentem: 


I. 

II. 
HI. 


(i = (RB-\- it sin b) cotang 6 
R' = J?ri-itcos6cos(? — Z) — |icos(X — Z) 

T k cob b sin (l — L) — p tin (X — L) 

-z = R , 


Proprie quidem hic B , it, L' — Z in partibus radii exprimendi sunt; sed patet, 
Bi illi anguli in minutis secundis exprimantur, aequationes I. III. sine mutatione 
retineri posse, pro II. autem substitui debere 

rj' r> . trcoa&coB(J — L) — 11 cos (X — L) 

R =R-\ SwiiT 

Ceterum in formula IH. pro denominatore R' absque errore sensibili semper ad- 
hibere licebit R . Reductio temporis autem, angulis in minutis secundis expres- 
sis, fiet 

4M*.|l 

2ocitt*.co>( 

O. TH. M. 1 1 
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73. 


EtemjUum. Sit X = 3 5 4 1 1 54 , 

S — — 4 ”5 9 32’, l — 

24*29 , h = 46*53', 

L = 12*28' 54", Ji = 

-f-0"49, It — 0,9988839, r=S"60. 

Ecce iam calculum: 

1 "git 

. . . . 9,99951 

lf>g^ 

. . . 0,93450 

log.fi 

. . . . 9,69020 

logsinh 

. . . 9,86330 

log JIR . . . . 

. . . . 9,68971 

logusinZi 

. . . 0,79790 

Hinc log(ZiiZ -(-rain 

/>)... 0,83040 



logcotatigfi . . 

.... 1,05873 ii 



lo gH 

. . . . 1,88913 n 



log 11 

. . . . 0,93450 

logH 

. . . 1,88913 n 

logCush .... 

. . . . 9,83473 

l»gl" 

• • • 4j6S557 

log 1 " 

. . . . 1,GS557 

log cos (X — L ) . . 

. . . 9,97896 

log cos (/ — L ) . 

. . . . 9,99040 


6,55356 n 


5,445 20 

numerus 

— 0,0003577 

numerus 

-j- 0,0000279 



Hinc colligitur U — 

It -f- 0,0003856 : 

= 0,9992695. Porro erit 

log t: cos h . . . 

.... 0,76923 

l°gS 

. . . 1,889 1 3 n 

log sin (1 — L) . 


log sin (X — L) . . 

. . . 9,48371 ll 

Compl.log/?’ . 

. . . . 0,00032 

O.log/f' 

. . . 0,00032 


0,09749 


1,37316 

numerus 

+ 122 

numerus 

-t- 23 ' 61 

Unde colligitur L 

= L~ 22' 39. 

Denique habetur 


logH 

.... 1,88913 n 



C.log 206265 . 

.... 4,68557 



log 493 . . . . 

.... 2,69285 



C.logcos8 . . . 

.... 0,00 165 




9,26920 n 




unde reductio temporis = — o"lS6, adeoque nullius momenti. 


74. 

Problema aliud, e corpori * coelestis loco yeocevtrico atque situ plani orbitae 
eius locum kelioeentnemn in orbita derivare , eatenus praecedenti affine est, quod 
quoque ab intersectione rectae inter terram et corpus coeleste ductae cum plano 
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positione dato pendet Solutio commodissime petitur e formulis :irt. 65., ubi cha- 
racterum significatio haec erat: 

A longitudo terrae, R distantia a Sole, latitudinem Ii statuimus = o 
(quum casus, ubi non est =0, ad hunc facile reduci possit per art. 72), unde 
R — R\ I corporis coelestis longitudo geocen trica, b latitudo, A distantia a terra, 
r distantia a Sole, a argumentum latitudinis, fi longitudo nodi assendentis, i 
inclinatio orbitae. Ita habemus aequationes 

1. reosM — ifcos(A — fi) = A cosA cos(/ — fi) 

II. r cos i sin u — R sin (A — fi) = A cos h sin (J — fi) 

111. rsintsinu = A sin A 


Multiplicando aequationem I. j>er sin (L — fi) sin A, II. per — cos (L — f^)sinA, 
III. per — sin (A — /)eosA, tit additis productis 

cos« sin ( L — sin h — sin u cos i cos (L — Q) sin b — sin « sin t sin (L — /) cos h = o 

unde 

IV miiIL — _ 

1 conicos (£ — SI) sini + »in* »in(£— 0 co*6 

Multiplicando autem I. per sin (i — fi) } II. per — cos (i — fi), prodit productis 
additis 

y r fi »in (L—l ) 

siu u cos i co» (/ — fi ) — cus x hii (I — fi) 

Ambiguitas in determinatione ipsius u per aeqiu IV., sponte tollitur per aequ. III., 
quae ostendit, u inter 0 et 180’ vel inter 180’ et 360° accipi debere, prout 
latitudo b fuerit positiva vel negativa; sin vero fuerit b — 0 , aequ. V. docet, 
statui debere u=0 vel u= 180", prout sin (A — 1) et sin(/ — fi) diversa signa 
habeant, vel eadem. 

Computum numericum formularum IV. et V. variis modis per introductio- 
nem angulorum auxiliarium contrahere licet. E. g. 


statuendo 

statuendo 


tangteo» (L — fi ) 
«io (i — I) 
tangi siu (L — f) 
cos (i — fl) 


= tangal, 

= igli, 


c . . sin.tt»ng(L — fl) 

fit tangtt = +U + T* 

tit tangw = 

** sin (Ji b) cos i 


Perinde aequ. V. per introductionem anguli cuius tangens = cos/taugu, vel 

11* 
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= -r^- formam concinniorem nanciscitur. Sicuti formulam V. e combina- 

ro»t 

tioni' aequationum I. II. obtinuimus, per combinationem aequationum II. 111. ad 
sequentem pervenimus: 

_ R<m(L- g) 

sin u (cos i — sin » sin (l — .&) cotoag b) 

et perinde per combinationem aequationum I. III. ad hanc 

r Bcto(L-Sl) 

cos u — iiinu sin tensi/ — 0.) cotana b 

Utramque perinde ut V. per introductionem angulorum auxiliarium simpliciorem 
reddere licet. Solutiones e praecedentibus demanantes collectae exemploque illu- 
stratae iuveninntur in von Zach Monatliche Correspondenz , Bd. V. S. 540 [Gavss 
Werke, Bd. VI. S. 87, 1802 Juni], quapropter hic evolutione ulteriori supersede- 
mus. — Si praeter u et r etiam distantia A desideratur, per aequationem III. 
determinari poterit. 


75. 

Alia solutio problematis praec. superstruitur observationi in art. 64. III. 
traditae, quod locus heliocentricus terrae, geocentricus corporis coelestis eiusdem- 
quc locus heliocentricus in uno eodemque circulo maximo sphaerae sunt siti. Sint 
in Fig. 3. illi loci rcsp. T, 6, U ; porro fi locus nodi ascendentis; flT, flH 
partes eclipticae et orbitae, G P perpendiculum ad eclipticam ex G demissum, 
quod igitur erit =b. Hinc et ex arcu PT—L — l determinabitur angulus T 
atque arcus TG. Dein iu triangulo sphaerico flll'1 data sunt angulus fi 
angulus 7 1 latusque 'fiT = L — fi, uude eruentur duo reliqua latera fill=.u 
atque TB. Tandem erit EG = TG — TH atque r = * si " ™ A = R p™ - 

n ■ ii aHG ' «in HQ 

76. .... 

In art. 5 2. variationes differcutiales longitudinis et latitudinis heliocentricae 
distantiaeque curtatae per variationes argumenti latitudinis u, inclinationis i radii- 
que vectoris r exprimere docuimus, posteaque (art. 64. IV.) ex illis deduximus 
variationes longitudinis et latitudinis geocentricae, l et bi per combinationem ita- 
que harum formularum d l et d b per du, dt, d^, dr expressae habebuntur. 
Sed operae pretium erit ostendere, quomodo iu hoc quoque calculo reductione loci 
heliocentrici ad eclipticam supersedere liceat, sicutiin art. 65. locum geocentricum 
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immediate e loco heliocentrico in orbita deduximus. Ut formulae eo simpliciores 
evadant, latitudinem terrae negligemus, quum certe in formulis differentialibua 
effectum sensibilem habere nequeat. Praesto sunt itaque formulae sequentes, in 
quibus brevitatis caussa u> pro l — nec non ut supra A pro Acos i scribimus. 


A' costo =roosM — Rcob(L — = E 

A sin to = r cos i sin u — R sin ( L — = yj 

A' tangi = r sin i sin u — C 

e quarum differeutiatione prodit 

costo . d A — A sin u> . d to = d ; 
sin to.d A + Acosto.dto = d vj 
tangi. dA-j — ^.di = d£ 

n 1 coso 

Hinc per eliminationem 

i — sin q> ji| + cos «u.dr) 


d » — ensai sinfc.dfc — sino» sinb.d-n -f- cosfr.dC 

Si in his formulis pro £, yj, C valores sui rite substituuntur, d to et di per 
dr, da, di, d£i expressae prodibunt; dein, propter dl = dto + d&, differentia- 
lia partialia ipsarum /, i ita se habebunt: 

L A’(j*) = — sinto cos a + costo sina cos f 

IL — L- ) = sm u* sin u -(- costo cos a cost 

111. ~(j|) = — cos u> sin u siu i 

IV. ( d ^) = l+J co8(i-ft-to) = l + | cos (L—l) 

V. A i = — cos to cos u sin i — simo sin u cos i sin i + sin a sin t cos i 

VI. - (j = cos to sin a sin i — sin to cos u cos i sin i + cos a sin t cos i 

VII. + ( j^) = 8 in<« sin « sin i sin i + sin «cos* cos i 

VIII. == sit*^ sin (L — [l — u») = sini sin(£ — l) 
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Formulae IV r . et \ r l II. hic iani iti forma ad calculum commodissima apparent; for- 
mulae I. 111. V. autem per substitutiones obvias ad formatu concinniorem redi- 
guntur, puta 

111*. (j!j = — costa tangi» 

V*. = — r ^co *{L — /) sini = — cos (L — 1) sin b «>s/> 

Denique formulae reliquae quoque II. VI. VII. per introductionem quorundatu 
angulorum auxiliarium in formam simpliciorem abeunt: quod commodissime fit 
sequenti modo. Determinentur anguli auxiliares .V, N per formulas 

ttuiffJ/ = i ans ”’ titno = sintu taiifft — tanir M costo sin t' 

Tunc simul iit 

cosM* i -t-tancA'* cosi*M-sin<» f 8iui t _____ 2 

cagN* ’ i -ptanjrJIf* cvw t * + uni; «»* cosio 

iani quum ambiguitatem iu determinatione ipsorum Jf, N per tangentes suas 
remanentem ad lubitum decidere liceat, hoc ita fieri posse patet, ut habeatur 
— ~ = + costo, ac proin = -4- sini. Quibus ito tactis, formulae II. VL 
VII. transeunt in sequentes: 

/ dh rrinm c<n(3 f — w) 

Um) Xs.nM 

| ^ ) = £ (cos u) sin t cos ( M — u) cos (N — h) -f- sin ( M — u) sin (N — />)) 

( d6i rainte rosi — fc) 

d»/ Ac«isA' 


ii*. 

vi*. 

VII*. 


Hae transformationes respectu formularum II. VII. neminem morabuntur, respectu 
formulae VI. autem aliqua explicatio haud superflua erit. Substituendo scilicet 
in formula VI. primo M — (J/ — u) pro u, prodit 

- = cos(J/ — w) (costo sin .1/sin h — sinto cos i cos M sin// -f" sin * 008 M cos b) 

— sin ( J/ — u) (cos u> cos J/ sin/» -f- sinu» cos /sin J/ sini — sui /sin J/ cos b) 


Iani fit 


co.su» sin AI = cos /* cos u» sin J/-(- sini* cos u» sin M 
— sin u» cos / cos M -f- sin i * cos u» sin M 
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unde pars prior illius expressionis transit in 

sin » cos ( M — u) (sin i cos tu sin M sin h -f- cos M cos b) 

— sin i cos (3/ — u) (cos to sin iVsiti h -\- cos tu cos N cos b) 
= cos o> sin i cos ( M — u) cos (N — b ) 

Perinde fit 

eos N = cos tu* cos A 7 -|- suitu* cos N = cos 10 cos M -(- sinu) cos i sin M 
unde expressionis pars posterior transit in 

— sin(J/ — m) (cos iYsin /< — sin N cos h) = sin ( .1/ — u) sin (A 7 — b ) 

Hinc expressio VI *. protinus demanat. 


Angulus auxiliaris M etiam ad transformationem formulae 1. adhiberi 
potest, quo introducto assumit formam 


1 **. 


dl\ sino» siu (3/ — 1 <) 

,dr/ 


e cuius comparatione cum formula I *. concluditur — R sin (L — l) sin M = 
rsin tu sili (.1/ — a); hinc etiam formulae II*. forma paullo adhuc simplicior tri- 
bui potest, puta 

IJ ** (a«) = sil, ( Z '— 0 cotang (.!/—«) 


Ut fonnula VI*. adhuc magis contrahatur, angulum auxiliarem novum in- 
troducere oportet, quod duplici modo fieri potest, scilicet statuendo 


vel tnng P 


Uujr (M — m) 
ros tu sii» 1 9 


vel tung Q 


tanaOST — 6) 
ens a> 1 


quo tacto emergit 


Idfti r»in (M — u ) mlX-b — D r sin {.V — 6) u — Q) 

lilu) A hin I 1 A sin ^ 


Ceterum quantitates auxiliares .1/, A 7 , P, Q non sunt mere fietitiae, facileque, 
quidnam in sphaera coelesti singulis respondeat, assignare liecrct: quin adeo hoc 
modo aequationum praecedentium plures adhuc elegantius exhiberi possent per 
arcus angulosve in sphaera, quibus tamen eo minus hic immoramur, quum in cal- 
culo numerico ipso formulas supra traditas superfluas reddere non valeant 


. Digitized by Google 


88 


L1BKB I. SECTIO 11. 


77. 

lunetis iis, quae in art. praec. evoluta sunt, cum iis quae in artfc 15. 16. 
20. 27. 28. pro singulis sectionum conicarum generibus tradidimus, omnia praesto 
erunt, quae ad calculum variationum differentialium loco geocentrico a variationi- 
bus singulorum elementorum inductarum requiruntur. Ad maiorem illustrationem 
horum praeceptorum exemplum supra in artt. 13. 14. 51. 63. 65. tractatum re- 
sumemus. Ac primo quidem ad normam art. praec. dl et d b per dr, da, dt, 
d£i exprimemus, qui calculus ita se habet: 


log tango» . . . 

8,40113 

logsin u> . . . 

8,40099n 

logtang(i/ — u) 

. 9,4 1932 n 

log cos t . . . . 

9,98853 

log tangi. . . 

9,36723 

log cos u> sint . 

. 9,35562 n 

log tangi/. . . 

8,41260 

logtang-V . . 

7,76822n 

logtangP . . 

. 0,06370 

M = 

1°28’ 52’ 

N =179’39’50’ 

P = 

49’l 1 13” 

M— U =s 165 17 8 

N — b =186 1 45 

II 

ft, 

1 

1 

136 50 32 

I*. 


IT 

h* 

111*. 


logsin (£ — I) . 

9,72125 

n 

9,63962 

log COS (U . . . 

. 9,99986 n 

logfl 

9,99810 

1. cot ( M — u). 

0,58068n 

log tangi . . . 

. 9,04749 n 

C.logA' . . . . 

9,92027 

M£) • • • 

0,22030 

logflj) .... 

. 9,04735 n 

(*) 

9,63962 




C. logr 

9,67401 





*»(S) ■ • ■ * 

9,31363 





IV. 


V* 


VI**. 


i R 



9,91837 

n 

9,84793 

lo gI 

. 0,24357 

logcos(Z — t) . 

9,92956 

log sin i cos b. 

9,04212n 

logsin (M — u) 

. 9,40484 

n 

9,84793 

C. log r ... . 

9,67401 

l.cos (N—b—P) 9,86301 n 

= lo e(S) — 

1 

**(«) • • • 

8,56406 

C. log sin P . . 

. 0,12099 

vir. 


I*©**" 

. 9,6324 1 n 



logr sin M cos t . . 

. 9,75999 n 


VIII. 


logcos(AT — b ) . . 

. 9,99759n 

(*)... 


C. log A 


. 9,91759 

logsin b 






C.logcosiT . . . 

. 0,00001 n 

**(£) 




. 9,675 1 8 n 
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Colleetis hisce valoribus prodit 

di = + 0,20589 dr-f 1,08073 du — 0,1 1 152 d* + l,70458d<f)S 
t\h = -f 0,03065 dr — 0,4 2895 dtt — 0,4 7335 d* — 0,04805 d,ft 

Vix necesse erit quod iam saepius monuimus hic repetere, scilicet, vel variationes 
d/, d b, d«, d », d SI in partibus radii exprimendus esse, vel coSfficientes ipsius 
dr per 206265“ multiplicandos, si illae in minutis secundis expressae conci- 
piantur. 

Designando imn longitudinem perihelii (quae iu exemplo nostro est 52 * 1 8 ' 9 ” 30 ) 
per II atque anomaliam veram per v, erit longitudo in orbita =«-|- ^ 
adeoque d m = d »• — (- d 1 1 — dft, quo valore in formulis praecedentibus substituto, 
d l et dA per dr, de, dfl, d ft, d» expressae habebuntur. Nihil itaque iam su- 
perest, nisi ut dr et de ad normant artt. 15. 16. per variationes differentiales 
elementorum ellipticorum exhibeantur *). 

Erat iu exemplo nostro, art. 14., log ' = 9,90355 = log(j^) 


i aa 

lo <?rr 

, . . 0,19290 

log« . . 

0,42244 

logCOHip 

. . 9,98652 

logtangtp 

9,40320 

lo *(di) ■ 

2 — e cos E 

. . 0,17942 
= 1,80085 

log sin r . 
,0 & (.?£)• 

9,84931 n 

ee 

= 0,06018 

logo . . 

0,42244 


1,74067 

log COS (p . 

9,98652 

log 

. . 0,24072 

log cos e . 

9,84966 

X rtrt 

l(tf- 

r rr 

log sin E 

. . 0,19290 
. . 9, 76634» 

lo g(d*) • 

0,25862 n 

lo «id^) 

. . 0,19996» 




Hinc colligitur 

dtl = + 1, 51154 d J/— 1,58475 d<p 

dr = —0,47310 d,l/— 1,81393 dtp-f- 0,80085 d« 


*) Characterem M in calculo sequente haud amplius ausui im nostrum auxiliarem exprimere, sed 
(ut io Seet I.) anomaliam mediam, quisque sponte ridebit. 

O. TH. M. 12 
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quibus valoribus in fonnulis praecedentibus substitutis, prodit 

d/ = + 2,412S7d M — 3,00531 d<f-f-0,tti4H8d«-j- l,66073dll — 0,1 1 1 5 2 cl * 
+ 0,04385 dp 

d/< = — 0, 66572 d J/+0, 6 1331 d? + 0,02935 d'i — 0,l28»5dll — 0,47335dt 
-|-0,3S090 dft 

Si tempus cui locus computatus respondet n diebus ab epochn distare sup- 
ponitur, longitudoque media pro epocha per X, motus diurnus per 7 denotatur 
erit M = X » 7 — 1 1 , adeoque d M = d A T + n d 7 — d 1 1, In exemplo nostro 
tempus loco computato respondetis est Octobris dies 17,41507 anni 1804 sub 
meridiano Parisiensi: quodsi itaque pro epocha assumitur initium anni 1805, est 
n = — 74,58403; longitudo media pro epoclta ista statuta fuerat = 4 l “52 2 161, 
motusque diurnus = 824 7088. Substituto iam in fonnulis modo inventis pro 
d J/ valore suo, mutationes ditterentiales loci geocentrici per sidas mutationes ele- 
mentorum expressae ita se habent: 

d/ = 2,1 1287 d X — 179,96 d7 — 0,7521 1 d I! — 3,00531 d? + 0,16488 d a 

— 0,1 I I 52<1/ + 0,04383 dft 

d// = —0,6657 2 d N -)- 49,65 d 7-fo,2367 7 dll +0,61331 d:p+ 0,0 2935 da 

— 0,47335 d i + 0,38090 dO; 

Si corporis coelestis massa vel negligitur vel saltem tamquam cognita spec- 
tatur, .7 et a ab invicem dependentes erunt, adeoque vel d7 vel da e fonnulis 
nostris eliminare licebit Scilicet quum per art 6. habeatur 7 iri = k \! ( 1 + p), 
erit J .' = — ? „"? in qua fonnuln, si d7 in partibus radii exprimenda est, etiam 
7 perinde exprimere oportebit. Ita in exemplo nostro habetur 

log7 2,91635 

logi’ 4,68557 

logi 0,17609 

(J.logrt 9,57756 

log^ 7, 35557n, sive d7 = — n,oo22676da, 

atque da = — 440,99d7, 

quo valore in fonnulis nostris substituto, tandem emergit forma ultima: 
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d l = 2,41287 d N — 252,67 d7 — (1,75214 d II — 3,00531 d tp — 0, 11152 d i 
+ 0,04385 da 

d/> = — 0,66572 dJV+ 36,71 d7+ 0,23677 dll + 0,61331 d tp — 0,47335 d* 
+ 0,38090 dft 

In evolutione harum formularum omnes mutationes d/, d b, d A T , d7, dii, dtp, 
df, d a in partibus radii expressas supposuimus, manifesto autem propter homo- 
geneitatem omnium partium eaedem formulae etiamnum valebunt, si omnes illae 
mutationes in minutis secundis exprimuntur. 


12 * 
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78 . 

Comparatio duorum pluriumve. locorum corporis coelestis tum in orbita tum 
in spatio tantam propositionum elegantium copiam subministrat-, ut volumen inte- 
grum facile complerent. Nostrum vero propositum non eo tendit, ut hoc argu- 
mentum fertile exhauriamus, seri eo potissimum, ut amplum apparatum subsidio- 
rum ad solutionem problematis magni de determinatione orbitarum incognitarum 
ex observationibus, inde adstruamns: (|iiamobrem neglectis quae ab instituto nostro 
nimis aliena essent, eo diligentius onmia quae ullo modo illuc conducere possunt 
evolvemus. Disquisitionibus ipsis quasdam propositiones trigonometricas praemit- 
timus, ad quas, quum frequentioris usus sint, saepius recurrere oportet. 

I. Denotantibus /1, R , C angulos quoscunque, habetuv 

sin/lsinfCJ — R) -f- sin It sin ( A — (S) -j- sin C sin ( // — A) = 0 
cos A sin (C — 11) -f- cos R sin ( A — (J) -|- cos C sin (R — A) = 0 

II. Si duae quantitates p, /' ex aequationibus talibus 

p sin(yl — Pj = a 
p sin (R — P) — b 

determinandae sunt, hoc fiet generaliter adiumento formularum 

p sin (71 — A) sin (7/ — P) = b sin (// — A) — a sin (7/ — R) 
p sin (R — A) cos (77 — P) = b cos (77 — A) — a cos (77 — R) 
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in quibus H est angulus arbitrarius. Hinc deducuntur (art 1 4. II.) angulus 
H — P atque yisini /i — .-1); et hinc P et p. Plerumque conditio adiecta 
esse solet, ut p esse debeat quantitas positiva, unde ambiguitas in determinatione 
anguli H — P per tangentem suam deciditur; deliciente autem illa conditione, 
ambiguitatem ad lubitum decidere licebit. Ut calculus commodissimus sit, angu- 
lum arbitrarium H vel = A vel = H vel = { (A -f- li) statuere conveniet. In 
casu priori aequationes ad determinandum /' et p erunt 


p sin (A — P) 
p coni A — P) 


a 

b — rt t os < h — A) 
xin(B — A) 


In casu secundo aequationes prorsus analogae erunt, in casu tertio autem 


//sin(l A -j- i H — P) 
/>coe(I A -f- } B — P\ 


b -r rt 

2 cor 4 (J? — A\ 
b — a 

Inii» | (B — A ) 


Quodsi itaque angulus auxiliaris C introducitur, cuius tangens ==t, invenietur 
P per formulam 


tang({^4 -f- i B — P) = tang (45’4- C) tang j (B — A) 
ac dein p per aliquam formularum praecedentium, ubi 


!(* + “) = siu( 4 5*-l-C)l/-^j 
f(6 a) — cos(45°-f-C) 


sin cosC/ i 

« cos (4 **+ C) _ b cos (4 i* + C) 

sili * Cf»sC|/2 


III. Si p et P determinandae gunt ex aequationibus 

pCOH(A P) = H 

pvos(B — P ) = b 

% 

omnia in II. exposita stat i m applicari possent, si modo illic pro A et B ubi- 
que scriberetur 90°-f- A, 90’ — f- B: sed ut usus eo commodior sit, formulas evo- 
lutas apponere non piget Formulae generales erunt 


psin ( B — A) sin (II — P) = — b eoe (II — zl) -|- a cos (H — B) 
pm\(B — A)coe(H — P) = fi sin (/7 — A) — e!sin(// — B) 
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Tranaeunt itaque, pro H—A in 

p*in(j4 - 
pvm(A — P) — n 

Pro 11 = li, formam similem obtinent; pro // = l(A-\-B) autem tiunt 


p « n *s < li— .4) — 6 

r) sin (B— A) 


j.mxHA + i B— F) = ^“ v s_ A ) 

prosU A+\B—P) = 

ita ut introducto angulo auxiliari cuius tangens = liat. 

cotaugi i .4 { li — P) = cotangiC — 45°) tang{ f /1 — A) 

Ceterum si p immediate ex a et h sine praevio computo anguli P de- 
terminare cupimus, habemus formulam 

pmt(B — A) = ^ (ua-\-ltb — iahcoa(li — A)) 

tum in problemate praesente tum in II. 


79. 

Ad completam determinationem sectionis Conicae in plano suo tria requi- 
runtur, situs perihelii, excentricitas et semiparameter. Quae si e quantitatibus 
datis ab ipsis pendentibus eruenda sunt, tot data adsint oportet, ut tres aequationes 
ab invicem independentes formare liceat. Quilibet rudius vector magnitudine et 
positione datus unam aequationem suppeditat : quamobrem ad determinationem 
orbitae tres radii vectores magnitudine et positione dati requiruntur; si vero duo 
tantum habentur, vel unum elementum ipsum iam datum esse debet, vel snltem 
alia quaedam quantitas, eui aequationem tertiam superstruere licet. Hinc oritur 
varietas problematum, quae iam deinceps pertractabimus. 

Sint r, r' duo radii vectores, qui cum recta in plano orbitae e «Sole ad lu- 
bitnm ducta faciant secundum directionem motus augulos .V, .V; sit porro fi 
angulus quem eum eadem recta facit radius vector in perilielio, ita ut radiis vecto- 
ribus r, r' respondeant anomaliae verae A T — II, N' — II; denique sit e excen- 
tricitas, p semiparameter. Tunc habentur aequationes 


Digitized by Google 


RELATIONES INTEK LOCO* PI.rKES IN ORBITA. 


95 


£ = | -fe cos (A’— II) 
p = I e cos (AT — II) 

e quibus, si insuper tum quantitatum p r e , II data est, duas reliquas determinare 
licebit. 

Supponamus primo, datum esse semiparametruiu p, patetque determinatio- 
nem quantitatum e et II aequationibus 

ecos(A T — II) = ‘‘ — I 
ecosfAT— II) = p , — 1 

fieri posse ad normam lemmatis 111. in art, prnee. Habemus itaque 

tangi X— ") = eotaug(A r N) — 

tang(i X+ i A r-11) = 

r+r _ ... 


80. 

Si ang^ulus H datus est, pe te determinabuntur per aequationes 

rr'(tm(Jf-n) -cw(y ' — 11)) 

rw %(N — fl) — r'co»(A” — IT) 

r’—r 

e «•cos(A T — fi) — 


Denominatorem communem in his formulis reducere licet sub formam «oos(^4 — 11), 
ita ut a et i a [I sint independentes. Designante scilicet H angulum arbi- 
trarium , fit 


reos) 


, ( AT—ll) — r ' cos f A r — 1 1) = I ( '• cos (N— H)-r cos (N-II)) cos (//- 

I — (rsinfxV — H ) — r sin (AT’ — //))sin { H — 

adeoque = a cos (A — II), si a et A determinantur per aequationes 


— 11 ) 

n) 


rcos(AT — II) — rcosfAT — IJ) = a cos(yl — II) 
rsin ( N — II) — /sin (AT — II) = n sin (A — H) 
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Hoc niodo fit 

lrr'unl(.Af' — .\)sin(t JV + 4 N' — 11) 

^ a co* t.t — II) 

r' — r 

~ «cos .4 — II) 

Hae fommlae imprimis sunt commodae, quoties /> et e pro pluribus va- 
loribus ipsius II computandae sunt, manentibus r, r , N, N’. — Quum ad cal- 
culum quantitatum auxiliarium n , .1 angulum 11 ad libitum assumere liceat, 
e re erit statuere 11 = j ( N -|- A T ), quo pacto fonnulae abeunt in has 

(r’ — r)cos i (N' — JV) = — a coslyl — J N — 4 A r ') 

(r r)sin 1 (AT — N) ■=■ — n sin (.1 — $ N — j I?) 

Determinato itaque angulo A per aequationem 

tang(ri — piV — JiV') = tang { (iV— A ' ) 

statim habetur 


co« i (IV— W)co« (jt — 11) 

Calculum logarithmi quantitatis per artificium saepius iam explicatum con- 

trahere licebit 


81. 

Si excentricitas e data est, angulus II per aequationem 
(,os(vl II) — tamiuT-X) 


invenietur, postquam angulus auxiliaris .1 per aequationem 

taug (A — | M — f N ) = wug J ( A r — N ) 

determinatus est Ambiguitas in determinatione anguli A — II per ipsus cosiuum 
remanens in natura problematis fundata est, ita ut problemati duabus solutionibus 
diversis satisfieri possit, e quibus quam adoptare qunuive reticere oporteat aliunde 
decidendum erit, ad quem finem valor saltem approximatus ipsius 11 iam cogni- 
tus esse debet — Postquam II inventus est, /> vel per formulas 
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p = r(l -fecos^ — |T)) = r’(l -|-ecos(.N' — II)) 

vel per hanc computabitur 

2 rr't *ji' ili'— N) «in (i N + \ N'— 

P — r’—r 

82 . 

Supponamus denique, tres radios vectores r, r', r" datos esse, qui cum 
recta ad lubitum e Sole in plano orbitae ducta faciant angulos N, N\ N". Habe- 
buntur itaque, retentis signis reliquis, aequationes (I.): 

* = 1 -j-ecoa(N — fl) 

? = t + e cos ( AT— II) 
p. = 1 -f- e cos (AT — fl) 

e quibus j>, 11, e pluribus modis diversis elici possunt. Si quantitatem p ante re- 
liquas computare placet, multiplicentur tres aequationes (I.) resp.per sin(iV" — AT), 
— sin (AT — N), sin (AT — N ), fietque additis productis per lemma 1. art. 78. 

_ rin (iW N') -«in (N'—X) + «in (N '— N) 

•taU»"-.»')- ptinW-N) + ~ «in(J V'-W) 

Haec expressio propius considerari meretur. Numerator manifesto fit 

= 2 sin { (N' — AT) cos 4( AT — AT) — 2 sin 4 (N" — AT) cos (| AT-f- 4 AT — N) 
= 4 sin | (AT” — A") sin ) (AT — A') sin 4 (AT — N) 

Statuendo pomi 

rVgin (AT — A") = », rr'sin(AT — N) = n’, rr' sin(A7’ — N)= n ", 

patet f n, 4 «i 4 «" esse areas triangulorum inter radium vectorem secundum et 
tertium, inter primum et tertium, inter primum et secundum. Hinc facile per- 
spicietur, iu formula nova 

i «in i - N) «in 4 (-N — .V ) . r rr" 

p — * -■'+,? 

denominatorem esse duplum areae trianguli inter trium radiorum vectorum extre- 
mitates i. e. inter tria corporis coelestis loca in spatio contenti. Quoties haec loca 
o. th. m. 13 
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parum ab invicem remota sunt, area ista sompcr erit quantitas jierparva et quidem 
ordinis tertii, siquidem N' — .V, X" — X' ut quantitates parvae ordinis primi 
spectantur. Hinc simul concluditur, si quantitatum r, r, r, X, X\ X" una vel 
plurea erroribus utut levibus affectae sint, in determinatione ipsius p errorem 
permagnum illinc nasci posse; quamobrem haecee ratio orbitae dimensiones eruendi 
magnam praecisionem numquam admittet, nisi tria loca heliocentrica intervallis 
considerabilibus ab invicem distent 

Ceterum simulae seiuiparaineter p inventus est, e et II determinabuntur 
e combinatione duarum quarumcunque aequationum 1. per methodum art. 79. 


83. 

Si solutionem eiusdem problematis a computo anguli II inchoare malumus, 
methodo sequente utemur. Subtrahimus ab aequationem (I.) secunda tertiam, a 
prima tertiam, a prima secundam, quo paeto tres novas sequentes obtinemus (IT.): 


r' r" 

‘i nin | { jY " — A’ *) 
i t 

r r" 

2»iDlfiV w -N) 

t i 

2 sin \ iX' - X ) 


^mutr+itr—U) 

LsinUN+iX’-U) 
l^udN+iX— II) 


Duae quaecunque ex his aequationibus secundum lemma II. art. 78. dabunt 11 
et 1 , unde por quamlibet aequationum (I.) habebuntur etiam e et ]>. Quodsi 
solutionem tertiam in art. 78, II. traditam adoptamus, combinatio aequationis 
primae cum tertia algorithniuui sequentem producit. Determinetur angulus auxi- 
liaris C per aequationem 


tangC 


r ' 

•* in \{N" — N') 

~r T * sin |(A r7 — jf) 
■ „« 


eritque 


tanglf AT -f- J .V -j- { X" — 11) — tang(45’-f- C) tang f (X — X) 


Permutando locum secundum cum primo vel tertio, duae aliae solutiones huic 
prorsus analogae prodibunt. Quum hac methodo adhibita formulae pro — minus 
expeditae evadant, e et p per methodum art. 80 e duabus aequationum (I.) eruere 
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praestabit Ckterum ambiguitas in determinatione ipsius ii per tangentem nuduli 
fAT+^AT-J- f N " — II ita decidi debebit, ut e fiat quantitas positiva: scilicet 
manifestum est, pro e valores oppositos prodituros esse, si pro II valores 180’ di- 
versi accipiantur. Signum ipsius p autem ab huc ambiguitate non pendet, valnrque 
ipsius p negativus evadere nequit, nisi tria puncta data in parte hyperbolae a 
Sol e aversa taceant, axi quem casum legibus naturae coutrarium hic non respicimus. 

Quae ex applicatione methodi prima»* in nrt. 79, II. post substitutiones ope- 
rosiores orirentur, in casu praesente commodius sequenti modo obtineri possunt. 
Multiplicetur aequationum II. prima per cos }(A r ’ — A r ), tertia per cos I (AT — tf) 
subtrahaturque productum posterius a priori. Tunc lemmate I. art. 78. rite appli- 
cato*) prodibit aequatio 


t (,‘ ~ ?) cota,1 £ 1 (W— W) — i (; — r ‘ ) cotang } (AT— N) 

= - sin 4 (N" — N) cos ( 1 A' -f- 4 A r —ll) 


Quam combinando cum aequationum II. secunda invenientur II et ' , et quidem 
fi per formulam 


tang ( 4 A’-f- 4 A r — II) = 


r r 

r r * 



cotanir 4(.V"— .V')— | r 


— 1 J entane 4 (.V'— »V) 


I. tinni hinc duae aliae fonnulae prorsus analogae derivantur, permutando locum 
secundum cum primo vel tertio. 


84. 

Quum per duos radios vectores magnitudine et positione datos, atque ele- 
mentum orbitae unum orbitam integram determinare liceat, per illa data etiam 
tempus, intra quod corpus coeleste ab uno radio vectore ad alterum movetur, deter- 
minabile erit, siquidem corporis massam vel negligimus vel saltem tamquam co- 
gnitam spectamus: nos suppositioni priori inhaerebimus, iuI quam posterior iacile 
reducitur. Hinc vice versa patet, duos radios vectores magnitudine et positione 
datos una cum tempore, intra quod corpus coeleste spatium intermedium describit, 
orbitam integram de tenui nare. Hoc vero problema, ad gravissima in theoria motus 
corporum coelestium referendum, haud ita facile solvitur, quum expressio temporis 

•) statuendo m-ilicet in formula secunda A — i (A’" — A’"), /f — l -V -p 4 " — 9, C*a A T 0* 

13* 
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per elementa traiiBscctidens sit, insuperque satis complicata. Eo magis dignum est, 
quod omni cura tractetur: quamobrem lectoribus haud ingratum fore speramus, 
quod praeter solutionem post tradendam, quae nihil amplius desiderandum relin- 
quere videtur, eam quoque oblivioni eripiendam esse consuimus, qua olini antequam 
ista se obtulisset frequenter usi sumus. Problemata difficiliora semper iuvat plu- 
ribus viis aggredi, nec bonam spernere etiamsi meliorem praeferas. Ab expositione 
huius methodi anterioris initium facimus. 

85 . 

Retinebimus characteres r, r , N, A r , /», e, II iti eadem significatione, in 
qua supra accepti sunt; differentiam N' — N denotabimus per A, tempusque 
intra quod corpus coeleste a loco priori ad posteriorem movetur per I. Jam jiatet, 
si valor approximatus alicuius quantitatum />, e, II sit notus, etiam duas reliquas 
inde determinari posse, ac dein per methodos in Sectione prima explicatas tempus 
motui a loco primo ad secundum respondens. Quod si tempori proposito t aequale 
evadit, valor suppositus ipsius //, e vel II est ipse verus, orbitaque ipsa iam in- 
venta: sin minus, calculus cum valore alio a primo parum diverso rejietitus doce- 
bit, quanta variatio in valore temporis variationi exiguae in valore ipsius p, e, 11 
respondeat, unde j>er simplicem interpolationem valor correctus eruetur. Cum quo 
si calculus dentio repetitur, tempus emergens vel ex asse eum proposito quadrabit 
vel saltem perparum ab eo differet, ita ut certe novis correctionibus adhibitis con- 
sensum tam 'exactum attingere licent, quantum tabulae logarithmicac et trigi mo- 
ti tetricae permittunt. 

Problema itaque eo reductum est, ut pro eo casu, ubi orbita adhuc penitus 
incognita est, valorem saltem approximatuni alicuius quantitatum jt, e, 11 deter- 
minare doceamus. Methodum iam trademus, per quam valor ipsius p tanta prae- 
cisione eruitur, ut pro parvis quidem valoribus ipsius A nulla amplius correctione 
indigeat, adeoqne tota orbita per primum calculum omni iam praecisione deter- 
minetur, quam tabulae vulgares permittunt. Vix uinquam autem aliter nisi pro 
valoribus mediocribus ipsius A ad hanc methodum recurrere oportebit, quum de- 
terminationem orbitae omnino adhuc incognitae, propter problematis complicatio- 
nem nimis intricatam, vix aliter suscipere lice-at, nisi per observationes non nimia 
ab invicem distantes, aut potius tales, quibus motus heliocentricns non nimius 
respondet. 
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86 . 

Designando radium vectorem indefinitum «eu variabilem anomaliae verae 
v — fl respondentem per p , erit area sectoris a corpore coelesti intra tempus I 
descripti = { Jppdv, hoc integrali a v — N usque ad v = A r extenso, adeoque, 
accipiendo k in significatione art. 6., = Jppdv. lam constat, per formulas 

a Comio evolutas , si f r exprimat functionem quamcunque ipsius x, valorem 
continuo magis approximatum integralis J^xAx ab x = u usque ad u- = u -f- A 
extensi exhiberi per formulas 

i A(<p« + ?(«+ A)) 

1 A (<p « + 4 :p (« -f- i -A) -J- -y ( « -f- A)) 

+ » tp(« H- 1 i) + 3<p(*‘ + i A) + <p(»f + A)) 

etc. : ad institutum nostrum apud duas formulas primas subsistere sufficiet 

Per formulam itaque primam in problemate nostro habemus Jppdv = 
4 A(rr-f-rV) = r ' a , si statuitur r f = tang(45°-}- «). Quamobrem valor ap- 
proximatus primus ipsius yp ent = quem statuemus = 3o. 

Per formulam secundam habemus exactius fppdv — J A(rr-(-rV-f-4 12 R), 
designante li radium vectorem anomaliae intermediae liV-j-jAT — 11 respon- 
duntem. Iam exprimendo p per r, R, r\ N, JV— J— \ A, A ad nonnam for- 
mulae in art. 82. traditae, invenimus 


1 sili I i' 
p 


p = — — — , atque hinc 
p + ? )rfa* A-^stoA 


ros 1 A 


Mi _ , [ • , ' 
R — Mr + / 


2 sin i A* _ w» 

p /(rr ' cos 2 ») 


Statuendo itaque 


Isin l AV( rr cmJ») 

■ - " — — 0 , nt 

costa 


j) cw» | A / frr'cos i a») 

K = 

C0B "l , _pl 

unde valor approxiniatus secundus ipsius \’p elicitur 


= «+ 


i a t:«*8 4 A* CO» l tu* 


0 + 


f-S 
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«i statuitur 2a|~— J ™)’ = t 8cribendo itaque tt pro [/p, determinabitur 
ic per aeq nationem fr — «)(l — — t, quae rite evoluta ad quintum gradum 

ascenderet Statuamus r. =//-{- p, ita ut sit </ valor approximatus ipsius it, 
atque p quantitas perexigua, cuius quadrata ftltioresque potestates negligere li- 
ceat: Qua substitutione prodit 


<«-•>(' -^'+dl>-s)'+ '-V*' -«# = 


K 


if—qq — -*'t) {77 4 ) * 

•? 9 — 4 ' ^7*4- 4 ^ 7 — 4 9 4) ’ 


adeoque 


sive 


1 7*-f 1,77 — 4) (« 7 7 4 ■ »^7 — 5 <1 4) 7 

{77 — 4 ) (7 1 4 * 3 47 — ia 4 ) 


lam in problemate nostro habeiuus vnlorem approximatum ipsius tt, puta = 3 a, 
quo in formula praecedente pro q substituto, prodit valor correctu» 




1 -x 4 e 4- 3 1 1 !» ■* a — 4 ) (‘i a a 4 - " 4 : 
r flaa — 4 } (17 aa 4 - (i 4 > 


Statuendo itaque — = 6, = y, formula induit formam hancce 

it sss \ omue8que operationes ad problematis solutionem necessariae in 

his quinque formulis continentur: 


I. 

II. 


/ 

r 


Arr* 

3 k t ros 1 o» 


tang(45*-f- ui) 
a 


m irinj &V(r recogito) » 

27 ■ a cm m 


IV. 

V. 


Jrog J A*r»»s ico 1 _ 

( i — > s 4) e**?» w* • 


i < 1 4-74-216) 
i 4 - s 4 


= i //> 


Si quid a praecisione harum formularum remittere placet, expressiones ad- 
huc simpliciores evoluere licebit.. Scilicet faciendo cosio et cos2ui=t et evol- 
vendo vnlorem ipsius in seriem secundum potestates ipsius A progredientem, 
prodit neglectis biquadratis altioribusquc potestatibus 


\ip 


a|3 — 


AA + 


A A y r r ' 
ift a a I 
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abi A in partibus radii exprimendus est. Quare faciendo = //» , (labetur 


VL 


y , = ,/(!-! AA + 


3/ 


Simili modo explicando p/< iu seriem secundum potestates ipsius sin A progre- 
dientem emergit posito r = | j p 


vii. «ve 

VIII. /1 = 1 sin A* \/ r r 

Formulae VII. et VIII. conveniunt cum iis, quas ili. E ci.kr tradidit in Theoria mo- 
tus planetarum et cometarum , formula VI. autem cum ea, quae in usum vocata eat 
in Iiecherrhes et calcula tair Ia crate orbite dliptiqne de Ia comite de 11 GH . p. 80. 


87. 

Exempla sequentia usum praeceptorum praecedentium illustrabunt, simul- 
que inde gradus praecisionis aestimari poterit. 

I Sit logr = 0,3307640, logr' = 0,3 222239, A = 7'34 53"73 = 27293" 73, 
t = 21,93391 dies. Hic invenitur <0 = — 33 4 7 00, unde calculus ulterior ita 


se Labet: 


l»gA 

. . . 4,4360620 

logrr’ 

. . . 0,6529879 

C.log 3i' .... 


C.logt 

. . . 8,6588840 

C, log cos 2 < 0 . . 

. . 0,0000840 

log , 'l 

. . . 9,7208910 

l«g* 

. . . 0,3010300 

2 log ros { A . . 

. . . 9,9980976 

2 log cos 2 <0 . . 

. . . 9,9998320 

C.log(l— 36) . 

. . . 0,0008103 

2C.logcosio. . 

. . . 0,0000420 

lo gT 

. . . 0,2998119 

r 

= 1,9943982 

21 6 

= 0,0130489 


} logrr' cos 2 <0 . 

. . 0,3264519 

2logsin|A . . . 

. . 7,0389972 

lo gl’r 

. . 9,8696662 

C.logaa 

. . 0,5582180 

C . log ens a>.... 

. . 0,0000210 

'°g e 

. . 6,7933543 

e = 

0,0006213757 

l-TY +216 = 

3,0074471 

log 

. . 0,4781980 

l«g« 

. . 9,7208910 

C.lo«j(l +5<). . 

. . 9,9986528 

iogy> 

. . 0,1977418 

l°gp 

. . 0,3954836 
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Hic valor ipsius l«g/< vix una unitate in figura septima a vero differt: formula VI. 
in hoc exemplo dat logp = 0,3954822; formula VII. producit 0,3954780; 
denique formula VIII. dat 0,395 4 75 4. 

U. Sit logr = 0,4292792, log r' = 0,4002033 , S = 62° 551 6"64, 
i = 259,88477 dies. Hinc eruitur <o = — 1*27 20”l4, loga = 9,7 482348, 
6 = 0,04535216, f = 1,681127, log^/p = 0,2198027, log/j = 0,439605 4, 
qui valor 183 unitatibus in figura septima insto mitior est. Valor enim versus in 
hoc exemplo est 0,4396237; per formulam VI. invenitur 0,4368730; per for- 
mulam VII. prodit 0,4159824; deuique per formulam VIII. eruitur 0,4051 103: 
duo postremi valores hio a vero tantum discrepant, ut ne approximationis quidem 
vice fungi possint. 

88 . 

Methodi secundae expositio permultis relatiouibus novis atque elegantibus 
enucleandis occasionem dabit: quae quum in diversis sectionum conicarum ge- 
neribus formas diversas induant, singula seorsim tractare oportebit: ab ELLIPSI 
initium faciemus. 

Respondeant duobus lociB anomaliae verae e, v' (e quibus v sit tempore 
anterior), anomaliae exccntricae E, E, radiique vectores r, r'; porro sit p semi- 
parameter, e = sin <p excentricitas, a semiaxia maior, l tempus intra quod motus 
a loco primo ad secundum absolvitur; denique statuamus 

»' — <;= 2/, v = 2/’, E — E = E-\-E = 2 <?, acoBtp = = b 

Quibus ita factis e combinatione formularum V. VI. art. 8. facile deducuntur 
aequationes sequentes: 

[l.] Asini/ = sin /.j/rr’ 

[2.] brinQ — sin F. ^rr' 

pooeg — (oosi reos { t>'.(l -f-e) -f- sin I «sin } o'.(l — e))j/rr', sive 
[3.] pcoeg = (cos/-j- «cos F)^rr\ et perinde 
[4.] pooaG = ^cos e cos/) ^ rr 

E combinatione aequationmn 3. 4. porro oritur 
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[5.] cos/, pVr' = (cos# — e cos G) a 
[6.] cos F. j/r r = (cos G — e coni/) a 
E formula III. art. 8. nanciscimur 

[7.] r' — r — 2ae sin g sin G 

r-f- /• = 2« — 2 a v cos# cos G = 2 a sin #*-)- 2 cos/cos #pVr' 

unde 


[ 8 .] 

Statuamus 


r + r — 


2 cot/eotg/rr* 
2 sin ^ 8 


[9.] 

[io.] 


| I A 1 ■ 


itque 

__ 2 f? -( ■ sin 1 g'i cos f y r r ’ 
sjny* ’ 


nec non 


i/n — 4- + «i" i. 1 ?*)™» /•/«•«•') 

» — sinj» 


ubi signum superius accipere oportet vel inferius, prout sin;; positivus est vel 
negativus. — Fortnula XII. art. 8. nobis suppedita aequationem 


-y = E — e sin i? — E-j-esin E = 2 # — 2 e sin # cos G 
= 2 g — sin 2# -f- 2 cos f sin g 

Quodsi iam in hac aequatione pro a substituitur ipsius valor ex 10, ac brevi- 
tatis gratia ponitur 

[11-] , k J - -rr = m 

prodit omnibus rite reductis 

[12.] ±m = (I+sini^-f- (/-f-siiii^)^ 1 ?^^) 

ubi ipsi m signum superius vel inferius praefigendum est, prout sin# positivus 
est vel negativus. 

Quoties motus heliocentricus est inter 180° et 360°, sive generalius quoties 
cos/ est negativus, quantitas m per formulam 11. determinata evaderet imagi- 
0 . tu. m. 1 4 
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naria, atque l negativa, ad quod evitandum pro aequationibus 9. 11. in hoc 
casu hasce adoptabimus: 


[9.*] 

[ 11 .*] 


__ 

Jcos f 


= 1 — 2 L 


kl 




i*( — a »/)*(rr')* 
unde pro 10. et 1 2. hasce obtinebimus 


_ — 'H.L— sin tj’)e<'s/yrr’ 
Cl ■ . y 

ita?" 


[ 10 .*] 

[12.*] ±M = — {L — sin *g»)*+ (L -sin i g*)* ( 

ubi signum ambiguum eodem modo determinandum est ut ante. 


89. 

Duplex iam negotium nobis incumbit, primum, ut ex aequatione transcen- 
dente 1 2., quoniam solutionem directam non admittit, incognitam g quam com- 
modissime eruamus; secundum, ut ex angulo g invento elementa ipsa deduca- 
muB. Quae antequam adeamus, transformationem quandam attingemus, cuius 
adiumento calculus quantitatis auxiliaris l vel L expeditius absolvitur, insuper- 
que plures formulae post evolvendae ad formam elegantiorem reducuntur. 

Introducendo scilicet angulum auxiliarem io per formulam 

= toll ff («’+“) 
determinandum, fit 

= 2 -J- (tang(45’-[-o>) — cotang(45°-|- u>))* = 2 — [- 4 tang 2 <o’ 

unde habetur 

l — i 

COS f ' cos f 

sin | f* Uiig 3 ■>* 

cos/ cor/ 
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90. 

Considerabimus primo casum eum, ubi e solutione aequationis 1 2. valor non 
nimis magnus ipsius g emergit, ita ut in seriem secundum potestates 

ipsius sini i; progredientem evolvere liceat. Numeratur Imius expressionis, quam 
per X denotabimus, fit 

= 'V sin 4 — '* sin ^g 5 — r sin J g' — etc. 

Denominatur autem 

= 8 sin \(f — 1 2 sin | //4* 3 «in ) g'-\~ etc. 

Unde X obtinet formam 

1 -f 5 sin {g’+ H «in i g l 4- etc. 


Ut autem legem progressionis coPfficientium eruamus, difierentiamus aequationem 
Xmntf = 2 g — sin 2^, unde prodit 
3 Xcos^ 8 m^’ 4 - *> n i 7 *^ — 2 — 2 cos 2 g — ^sin^r* 
statuendo porro sin } <f — x, fit ~~ — J sin^, unde concluditur 


. 1 X g — 6 X qng 4 — 3 X ( 1 — a x) 

ix sin 3* i*(i — *) 


et proin 


(2* — 2xx)^ = 4 — (3 — 6x)X 


Quodsi igitur statuimus 

X = J (i 4- 0x4- 6 xx 4 - etc - 

obtinemus aequationem 

|(ax 4 * (2 6 — a)xx 4 * (3 Y — 2 6)x , -j- (4 0 — 3 y)x* 4 ~ etc.) 

= (8 — 4 a) x 4- (8 a — 4 6 )xx 4 -( 8 ® — 4 y)x’ 4 -( 8 y — 4 3 )x* 4 " etc. 


quae identica esse debet Hinc colligimus a= }, 6 = ? a, y — r ® — H t etc. 
ubi lex progressionis obvia est Habemus itaque 


X = 




I ,«,g. 1» « , « .4 ». 14. II 

S.ft.1.9 ' J.i.7 .». II 


x* 4- etc. 


14* 
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Hanc seriem transformare licet in tractionem continuam sequentem: 


X= 


1 


T7, x 


1 — 


9,11 

16,17 


l — etc. 

Lex secundum quam coKfticientes i , — ~ etc. progrediuntur, obvia 
est; scilicet terminus n‘“' huius seriei fit pro n pari = i»+7~ ii»V i> P ro n 
pari autem = l f nTl : u P er ‘ or huius argumenti evolutio nimis aliena esset 
ab instituto nostro. [V.Disquiss. generales circa seriem infinitam etc. Oacss Werke, 
Bd. IU. S. 1 25.] Quodsi iam statuimus 
x 


x — s 




1 — 


fit 


etc. 


x = at ^ ue 
c « i to 

S = * — J 81ve 

e — | (»g — sia i g) (i — | ain ig») 

' A(i»— «inig) 

Numerator huius expressionis est quantitas ordinis septimi , denominator 
ordinis tertii, adeoque S ordinis quarti, siquidem g tamquam quantitas ordinis 
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primi, sive x tamquam ordinis secundi spectatur. Hinc concluditur, formulam 
huncce ad coinputum uuinericum exactum ipsius ; haud idoneam esse, quoties g 
angulum uon valde considerabilem exprimat: tunc autem ad hunc finem commode 
adhibentur formulae sequentes, quae ab invicem per ordinem commutatum nume- 
ratorum in cogfficientibu» fractis differunt, et quarum prior e valore supposito ipsius 
x — 5 haud difficile derivatur *) : 


[is.] e = - — 


i -f - 


0*?* 


1 — 


oVa: 


, AV 

1 — 


m* 


etc. 


sive 


_ A** 


t— it*— 


A* 


l — 


n* 




i — 


tVtS 


AV* 


l — etc. 


In tabula tertia huic operi annexa pro cunctis valoribus ipsius * a 0 usque ad 
0,3, per singulas partes millesimas, valores respondentes ipsius 5 ad septem figu- 
ras decimalcs computati reperiuntur. Haec tabula primo aspectu monstrat exigui- 
tatem ipsius $ pro valoribus modicis ipsius g\ ita e. g. pro E' — E — 1 0°, sive 
<7 = 5’, ubi a: = 0,00195, fit $ = 0,0000002. Si perfluum fuisset, tabulam ad- 
huc ulterius continuare, quum termino ultimo x = 0,3 respondeat <7= 66*25 
sive E’ — E = 132*50'. Ceterum tabulae columna tertia, quae valores ipsius ; 
valoribus negativis ipsius x respondentes continet, infra loco suo explicabitur. 


•) Deductio posterioris quasdam transformationes minus obvias iliaque occasione explicandas suppo ait. 
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91. 


Aequatio 1 2., in qua, eo de quo agimus casu, manifesto signum superius 
adoptare oportet, per introductionem quantitatis 5 obtiuet formam 


in 


Statuendo itaque \/(l x) = atque 

[14.] = h , onuiibus lite reductis prodit 

['»■! ' * = *=&■ 

Quodsi itaque h tamquam quantitatem cognitam spectare iicet, y inde per aequa- 
tionem cubicam determinabitur, ac dein erit 


[16.] 


m m j 

yy 


lam etiamsi h implicet quantitatem adhuc incognitam ;, in appruximationc priina 
eam negligere atque pro h accipere licebit " ^ , quoniam certe in eo de quo 
agimus casu £ semper eat quantitas valde parva. Hinc per aequationes 15. 16. 
elicientur y et x\ ex x per tabulam 111. habebitur cuius adiumento per 
formulam 14. eruetur valor correctus ipsius h, cum quo calculus idem repetitus 
valores correctos ipsarum y, x dabit: plerumque hi tam parum a praecedentibus 
different, ut £ iterum e tabula III. desumta haud diversa sit a valore primo: alio- 
quin calculum denuo repetere oporteret, donec nullam amplius mutationem patiatur. 
Simulae quantitas x inventa erit, habebitur g per formulam sin J y* = x. 

Haec praecepta referuntur ad casum primum, ubi cos f positivus eat; in 
casu altero ubi negativus est statuimus \J{L — x) = — atque 

[14*.] = //, unde aequatio 1 2 * rite reducta transit in hanc 

[ 15 *.] ‘ = " 

Per hanc itaque aequationem cubicam determinare licet Y ex H , unde nirsua 
x derivabitur per aequationem 


[16*.] 


x = L — 


MM 

YY 


•» tfV •• 

Iu approximatione prima pro // accipietur valor * ; cum valore ipsius x 
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inde per aequationos 15*. 16*. derivato desumetur ; ex tabula III.; hinc per 
formulam 14*. habebitur valor correctus ipsius //, cum quo calculus eodem 
modo repetetur. Tandem ex r ungulus y eodem modo determinabitur ut in 
(Win primo. 


» 2 . 


Quamquam aequationes 15. 15*. in quibusdam casibus tres radices reales 
habere possint, tamen ambiguum numquum erit, quamnam in problemate nostro 
adoptare oporteat. Quum enim h manifesto sit quantitas positiva, ex aequationum 
theoria facile concluditur, aequationem 15. habere radicem unicam positivam vel 
cum duabus imaginariis vel cum duabus negativis: iam quum y = r) neces- 
sario esse debeat quantitas positiva, nullam hic iuccrtitudiuem remanere jMitct. 
Quod vero attinet ad aequationem 15*., primo observamus, L necessario esse 
maiorem quam 1 : quod facile probatur, si aequatio in art 89. tradita sub formam 


L 


' + 


em\f' , 
— COS f ' 


tang i » 3 
— cos f 


ponitur. Porro substituendo in aequatione 12*. pro AI, Y^(L — *), prodit 
Y + 1 =s (L — z)X, adeoque 

Y -f- 1 >fl — | -f- -f- 3—7**+ + etc - > h 

et proin 1- Statuendo itaque T = f-f- Y, necessario 1" erit quantitas 

positiva, aequatio 15*. autem hinc transit in hanc 

r>+ 2 y r+ (i -//) r+ ,v - i // = «, 


quam plures radices positivas habere non posse ex aequationum theoria facile pro- 
batur. Hinc colligitur, aequationem 15*. unicam radicem habituram esse maiorem 
quam i *), quam neglectis reliquis in problemate nostro adoptare oportebit 


93. 

Ut solutionem aequationis 1 5. pro casibus in praxi frequentissimis quantum 
heri potest commodissimam reddamus, ad calcem huius operis tabulam peculiarem 
adiungimus (tabulam II.), quae pro valoribus ipsius h a 0 usque ad 0,6 loga- 


*) Siquidem problema revera solubile este supponimus. 
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rithmos respondentes ipsius yy mi septeni figuras decimales sumina cura com- 
putatos exhibet. Argumentum h a 0 usque ad 0,04 per singulas partes decies 
millesimas progreditur, quo pacto differentiae secundae ipsius lo gyy evanescen- 
tes sunt redditae, ita ut in hac quidem tabulae parte interpolatio simplex sufficiat. 
Quoniam vero talmla, si ubivis eadem extensione gauderet, valde voluminosa eva- 
sisset, ab h = 0,04 usque ad finem per singulas tantum millesimas partes pro- 
gredi debuit; quamobrem in liac parte posteriori ad differentias secundas respicere 
oportebit, siquidem errores aliquot unitatum in figura septima evitare cupimus. 
Ceterum valores minores ipsius /i iu praxi longe sunt frequentissmii. 

Solutio aequationis 15. quoties h limitem tabulae egreditur, nec non solutio 
aequationis 1 5*. sine difficultate per methodum indirectam vel per alias methodos 
satis cognitas perfici poterit. Ceterum haud alis re erit monere, valerem parvum 
ipsius g cum valore negativo ipsius cos f consistere non posse nisi in orbitis valde 
excentrieis, ut ex aequatione 20. inft-a in art. 05. tradenda sponte elucebit*). 

04. 

Tractatio aequationum 12. 12*. iu art. 01. 92. 03. explicata, itutixa est 
suppositioni , angulum g non esse nimis magnum, certe infra limitem 66‘25’, 
ultra quem tabulam III. non extendimus. Quoties haec suppositio locum nou 
habet, aequationes illae tantis artificiis uou indigent: poterunt enim forma non 
mutata tutissime semper ac commodissime tentaudo solvi. Tuto scilicet, quoniam 
valor expressionis l ' J > *'* qua 2 g in partibus radii exprimendum esse 

sponte patet, pro valoribus maioribus ipsius g omni praeeinione computari potest 
per tabulas trigouometricaa , quod utique fieri nequit, quamdiu g est angulus 
parvus: commode , quoniam loci heliocentrici tanto intervallo ab invicem distantes 
vix umquam ad determinationem orbitae penitus adhne incognitae adhibebuntur, 
ex orbitae autem cognitione qualicunque valor approximatus ipsius g nullo prope- 
modum negotio peraequationem I. vel 3. art. 88. demanat: denique e valore 
approximato ipsius g valor correctus, aequationi 1 2. vel 1 2 *. omni quae desi- 
deratur pmecisione satisfaciens, semper paucis tentaminibus eruetur. Ceterum 
quoties duo loci heliocentrici propositi plus una revolutione integra complectuntur, 
memorem esse oportet, quod ab anomalia excentrica totidem revolutiones comple- 


•) Obtendit ista aequatio, si cos f sit negativus, certe maiorem esse debere quam 9n* — g. 
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tae absolutae erunt, ita ut anguli E — E, v' — v vel ambo iaceant inter 0 et 360", 
vel ambo inter multipla similia totius peripheriae, adeoque f et g vel simul inter 
0 et 180°, vel inter multipla similia semiperipheriae. Quodsi tandem orbita 
omnino incognita esset, neque adeo constaret, utrum corpus coeleste, transeundo 
a radio vectore primo ad secundum, descripserit partem tantum revolutionis, an 
insuper revolutionem integram unam seu plures, problema nostrum nonnumquam 
plures solutiones diversas admitteret: attamen huic casui in praxi vix umquam 
occursuro hic non immoramur. 


Transimus ad negotium secundum, puta determinationem elementorum ex 
invento angulo g. Semiaxis maior hic statirn habetur per formulas 10. 10% 
pro quibus etiam sequentes adhiberi possunt: 

^ 2 w wi cog//rr f kktt 

l yy*ing* *""* 4 yyrr'cos f* ain#* 

r 17 »i — lMM cog/yVr' kktt 

L i / a — YY*iug* 4 YYrr' cG6f*sing* 

Semiaxis minor b = ^np habetur per aequationem 1 ., qua cum praecedentibus 
combinata prodit 

na I — t9rr'mif\* 


[17*.] a = 


[18.] p-Rfsqr 
[18*.] 


Iam sector ellipticus inter duos radios vectores atque arcum ellipticum contentus 
fit — i k(\Zp, triangulum autem inter eosdem radios vectores atque chordam 
= \rr sin 2/: quamobrem ratio sectoris ad triangulum est ut y: 1 vel Y: 1 . 
Haec observatio maximi est momenti, simulque aequationes 12. 12*. pulcherrime 
illustrat: patet enim hinc, in aequatione 12. partes m, (Z-j-x)*, X(l + x)*, in 
aequatione 12*. autem partes M, (L — x) 1 , X{L — x) J respecti ve proportio- 
nales esse areae sectoris (inter radios vectores atque arcum ellipticum), areae tri- 
anguli (inter radios vectores atque chordam), areae segmenti (inter arcum atque 
chordam), quoniam manifesto area prima aequalis est vel summae vel differentiae 
duarum reliquarum, prout v — v vel inter 0 et 180° iacet vel inter 180 et 
360°. In casu eo, ubi »' — v maior est quam 360°, areae sectoris nec non 
areae segmenti aream integrae ellipsis toties adiectam concipere oportet, quot re- 
volutiones integras ille motus continet, 
o. th. h. 15 
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Quum h sit = a cosip, e combinatinne aequationum 1. 10. 10*. porro 
sequitur 

(,».] co. T = r 5£*;, 

unde substituendo pro /, L valores suos ex art. 89. prodit 
f 20.1 COS * = , r- — i 

1 ‘ ■ I— COS/ COS# + 'i ClUglo» 1 

Haec fonnula ad calculum exactum exceutricitatis non est idonea, quoties liaecce 
modica est: sed facile ex ista deducitur formula aptior sequens 

I a . i »u»K/— g)*+t»nga »’ 

L "J Sfr sin | (/" -J- g)*-Maug i • 

cui etiam forma sequens tribui potest (multiplicando numeratorem et denoiuina- 
toram per cos 2 »*) 

r», 1 'f* 

L *J ain J{/ r +4/)*-|-<’oi*i(/ , + 

Per utramque fornmlaui (adhibitis si placet angulis auxiliaribus quorum tangentes 

* W^i)' ■*.*( r+ti pn * ]m ° n ’ ve > u, p*M’ propostenon) angu- 

lum f omni semper praecisione determinare licebit. 

Pro determinatione anguli G adhiberi potest fonnula sequens, quae sponte 
demanat e combinatione aequationum 5, 7 et sequentis non numeratae: 

[23.] tang G = , r r )""9_ 

© (r 4- r) rtmg — 2 co« fyr r 

e qua, introducendo u>, facile derivatur 

f,., 1 p rinjtinia ^ 

l - J "8 cos a®* sta 4 (/ — sin 4 -1- WII cosg 

Ambiguitas hic remanens facile deciditur adiumento aequationis 7., quae docet, 
G inter 0 et 180 vel inter 18o‘ et 360° accipi debere, prout numerator in his 
duabus formulis positivus fuerit vel negativus. 

Combinando aequationem 3. cuin his, quae protinus demanant ex aequa- 
tione II. art. 8. 

i i a ' • s • V 

— , = — sni/sinr 
r r P ' 


?+?-?+ v 
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nullo negotio derivabitur sequens 
[ 25 .] tang F = 

e qua, introducto angulo o>, prodit 

rosi tano* F 

^ '•* ® r<i* 2 01' sin \ {( — 17) rin \(f+g) — sinl«"cii*/' 

Ambiguitas hic perinde tollitur ut ante. — Postquam anguli F et G inventi 
erunt, habebitur v—F — /", v ' — F -\-f, unde positio perihelii nota erit; neo 
non E — G — g, E' = G-\-g. Denique motus medius intra tempus t erit = 
( ( = 2 g — 2ecosfrsin//, quarum expressionum consensus calculo confirmando 
inserviet; epocha autem anomaliae mediae, respondens temporis momento inter 
duo proposita medio, erit G — e sin Gcoag, quae pro lubitu ad quodvis aliud 
tempus transferri poterit. Aliquanto adhuc commodius est, anomalias inedias pro 
duobus temporum momentis datis per formulas E — «sini?, E — e sin E com- 
putare, harumque differentia cum -f comparanda ad calculi confirmationem uti. 

96 . 

Aequationes in art. praec. traditae tanta quidem concinnitate gaudent, ut 
nihil amplius desiderari posse videatur. Nihilominus eruere licet formulas quas- 
dam alias, per quas elementa orbitae multo adhuc elegantius et commodius deter- 
minantur: verum evolutio harum formularum paullulo magis recondita est 

Resumimus ex art. 8. aequationes sequentes, quas commoditatis gratia nu- 
meris novis distinguimus: 

1. sin {v^ ' = sin i £ /( 1 -J- e) 

II. cos f v — Cos f E\/(\ — e) 

III. sin ft? == siu } £’j/(l +«) 

IV. cosj r = cos J £ '^/(1 — «) 

JIultiplicamus I. per sin I (F-\-g), II. per cos i (F g), unde productis additis 
nanciscimur 

cos i (/+ g) \J r - = sin fA’siii 1 {F+g) j/( 1 -{-«/ -f cos I £cos i (F+g)\?( 1 —e) 

15 * 
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sive propter |/ 1 e) = cog } y -(- sin j }/(l — e) = cos } 9 — sin } cp, 
ro8 i (/+<?) /<r = cos } y cos (} F— } G -f- g) — sin } <p cos f (F-f- (?) 

Prorsus simili modo multiplicando III. per sin }(F — g), IV. per cos f (F — g), 
prodit productis additis 

cos \{f+g)\/ r - — cos } 'f cos (} F — 1 G — g) — sin 1 f cos ) (F-|- G) 
Subtrahendo ab hac aequatione praecedentem, oritur 

cos i (/+ g) ( )/£ — Vl ) = 2 cos I <f «in 9 sin I i F ~ G ) 

sive introducendo angulum auxiliarem u> 

[ 27 .] cos 1 (f-\ -g) tang 2 u> = sin }F— (?) cos } <p sin// (/““ 

Per transformationes prorsus similes, quarum evolutionem lectori perito relin- 
quimus, invenitur 

[ 2 $.] — 008 5 ( F ~ G ) co *t f » in // ftrP 

[ 29 .] cos i (/—//) tang 2 co = sin J (F-\- G) sin J 'f sin g j/™. 

[ 3 °-] = cos} (F+ G) sin | -f sin g 


Quum partes primae in his quatuor aequationibus sint quantitates cognitae, ex 
27 . et 28 . determinabuntur } (F — G) et cos} f sin// nec non ex 29 . 

et 30 . perinde }(F-\-G) et sin }^ sin// y^, = Q\ ambiguitas in determinatione 
angulorum }(F — G ), } (F-f- G) ita decidenda est, ut P et Q cum sin </ idem 
signum obtineant. Dein ex /' et Q derivabuntur J <p et sin// p/“-~ — B. Ex 
B deduci potest a = , nec non p = , nisi illa quantitate, quae 

fieri debet = + ^(2 (l -f- sin } //*) cos/) = + \/( — 2 (L — sin } </*) cos /), unice ad 
calculi confirmationem uti malimus, in quo casu a et p commodissime deter- 
minantur per formulas 


b 


«in/yrr* 
sini» ’ 


co»f 


, p = b cos 'f 


Possunt etiam, pro lubito, plures aequationum art. 88. et 95 . ad calculi confir- 
mationem in usum vocari, quibus sequentes adhuc adiicimus: 
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1 Un*r 1 o> i /rr' 

eos 2 m V u a 


e sin 0 siti 


2 Ung I <u 

em l w 


l/ 1 ^' — csin F sin / 


2t»ne Jio 

COS 2« 


= tangtp sin G sin f = tangtp sin F sin^ 


Denique motus medius atque epocha anomaliae mediae perinde iuvenientur ut in 
art. praec. 


97. 

Ad illustrationem methodi inde ab art. 88. expositae duo exempla art. 87. 
resumemus: anguli auxiliaris u> significationem hactenus observatam, non esse 
confundendam cum ea, in qua in nrtt. 86. 87. acceptum erat idem signum, vix 
opus erit monuisse. 

I. In exemplo primo habemus f = 3° 47’ 26 865, porroque log ^ = 
9,9914599, log tang (45"+ w) = 9,997864975 , co = — 8' 27"006. Hinc per 
art. 89. 


log sin i/* . . . 
logcos/ . . . . 

. . . 7,0389972 logtang2«o* 5,3832428 

. . . 9,9990488 logcos/ 9,9990488 


7,0399484 5,3841940 

= logU, 0010963480 = log 0,000024 22 1 1 

adeoque /= 0,001 1205691, J-f-/ = 0,8344539. Porro fit log&f = 9,5766974 

2 log k t . . . . 

. . . 9,1533948 

C. i logrr' . . . 

. . . 9,0205181 

C. log 8 cos/*. . 

. . . 9,0997636 

logwun 

. . . 7,2736765 

l°g(t + 0 • • • 

. . . 9,9214023 


7,3522742 


Est itaque valor approximatus ipsius h = 0,002250 4 7, cui in tabula nostra II. 
respondet \ogyy = 0,0021 633. Habetur itaque log 7,27 15 132, sive 

= 0,0018 68587, unde per formulam 16. fit * = 0,0007480179: quamobrem 
quum 5 per tabulam III. omnino insensibilis sit, valores inventi pro A, y y x 
correctione nou indigent. Iam determinatio elementorum ita se habet : 
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logx 6,8739121) 

logsin J ;/ 8,4369560 

\g = r34'2"0i86, } (f+g) = 3°27'45"461 I, \{f—g) = 19 4l"4039. 


Quare a<l nonnam fonnularum 27. 28. 29. 30. habetur 


log tang i ui . 

. 

. 7,6916214 11 

C. logeos 2 tu 

. 0,0000052 

logeos { 

. 

. 9,9992065 

log «in } (f+g) 

. 8,7810188 

logeos 1 (/— <7) 

• 

. 9,9999929 

log «in j if—9) 

. 7,7579709 

log Phiu{ (F — 

0) 

. 7,6908279n 

log V sin i(F-|- G) . . . 

. 7,69 1 6 1 43 n 

logPcos^ (F — 

0) 

. 8,7810240 

log Q cos 1 (F-j- G) . . . 

. 7,7579761 

KF-O) 

= 

— 4’38’ 4 1 "54 

log P = logF cos 1 :p 

. 8,7824527 

i (F+G) 

= 

319 21 38,05 

logQ = log/isinjtf 

. 7,8778355 

F 

= 

314 42 56,51 

Hinc 1 rf = 

7” 6 0*935 

V 

= 

310 55 29,64 

'f = 

14 12 1,870 

V 

= 

318 30 23,37 

logy/ 

. 8,7857960 

0 

= 

324 0 19,59 

Ad calculum conlimandum 

E 

— 

320 52 15,53 

1 log 2 cos/ 

. 0,1500394 

E ‘ 

= 

327 8 23,65 

}log(y + a:) = log™ . . 

. 8,6357566 





8,7857960 

f log r r . . . 


. . 0,3264939 

log sin if 

. 9,3897262 

log sin/ . . . 


. . 8,8202909 

log 206265 

. 5,3144251 

C.loggini/. . 


. . 1,2621766 

log e in secundis 

. 4,7041513 

lo g A 


. . 0,4069613 

log sin A’ 

. 9,8000767n 

log cos . . . 


. . 9,9865224 

logsiuF 

, 9,7344714 n 

•»gy' 


. . 0,3954837 

log e siu E 

. 4,5042280« 

log <t 


. . 0,4224389 

loge sili F' 

. 4,4386227 n 

log^’ 


. . 3,5500066 

e sin E = — 3l932”l4 = 

— 8‘52'l2"t4 

f log tt .... 


. . 0,6336584 

esiilF'= — 27455,08 = 

— 7 37 35,08 



2,9163482 

Hinc anomalia media 


iog^ 

. 

. . 1,34 1 1 160 

pro loco primo = 

329 44 27,67 



4,2574642 

pro secundo = 

334 45 58,73 


Est itaque motus modius diurnus Differentia = 5 131,06 

= 824 7989. Motu» medius intra 


tempus < = l&09l’07 =5*l3l’0T 
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II. In exemplo altero fit / — 31*27’88”32, <o = — 21 50 565, / = 

0,08635659, logww = 9,353065 1 , sive valor approximatus ipsius h = 

0,2451454; hnie in tabula II. respondet log//// = 0,1 722663, unde deducitur 
^■=0,151634 77, x — 0,065278 1 8, hinc e tabula III. sumitur 5 = 0,0002531. 
Quo valore adhibito prodeunt valores correcti A = 0,2450779, log//// = 0,1 722303, 

= 0,15164737, x = 0,06529078, 5 = 0,0002532. Quodsi cum hoc valore 
ipsius £, unica tantum unitate in figura septima a priori diverso, calculus dentio 
repeteretur: A, log////, x mutationem sensibilem non acciperent, quamobrem va- 
lor inventus ipsius x iam eat verus, statimque inde ad determinationem elemen- 
torum progredi licet. Cui hic non immoramur, quum nihil ab exemplo praece- 
dente differat. 

III. Haud abs re erit, etiam casum alterum ubi cos./" negativus est exem- 
plo illustrare. Sit v — v= 224"o'o", sive f = II2°00", logr = 0 , 1 394892, 
logr = 0,3978794 , /= 206,80919 dies. Hic invenitur <o = -|-4° I4'43"78, 
L = 1,8942298, logJl/J/ = 0,6724333, valor primus approximatus ipsius 
log //= 0,6467603, unde per solutionem aequationis 15*. obtinetur 1' = 
1,591432, acdein x= 0,037037, cui respondet,, in tabula 111., £ = 0,0000801. 
Hinc oriuntur valores correcti log// = 0,6467931 , V = 1,5915107, x = 
0,0372195, £ = 0,0000809. Calculo cum hoc valore ipsius ; deum» repetito 
prodit x = 0,0372213, qui valor, quum 5 inde haud mutata prodeat, nulla 
amplius correctione indiget. Invenitur dein j g = 1 1 ’ 7 25 4 0, atque hinc per- 
inde ut in exemplo 1. 

\(F — G) = 3*33 53 59 log /' = log// cos j f . . 9,9700507 

4 (/’-{- G) = 8 26 6,38 logfj/ = log//sin { f . . 9,8580552 


F = 11 59 59,97 Jtp = 374 134*27 

V = — 100 0 0,03 tp = 75 23 8,54 

v = -f 123 59 59,97 log// 0,0717096 


G = 45212, 79 Aii calculi cuntinnatmucm pruitnr 

E — — 17 22 38,01 logfV— 2 cos/ .... 0,0717097 

E' = -f- 27 7 3,59 

In orbitis tam excentricis angulus f paullulo exactius computatur per formulam 
19*., quae in exemplo nostro dat -f = 75”23'8"57; excentricitas quoque e maiori 
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praecisione determinatur per fornmlain 1 — 2 sin (4 5° — i p)* quam per sin p ; 
secundum illam fit e = 0,98764630. 

Per formulam 1. porro invenitur logi = 0,657661 1 , unde lo gp — 
0,0595967, loga = 1,2557255, atque logarithmus distantiae in perihelio = 
log = logo(l — e) = logitang(45° — ) p) = 9,7656496. 

In orbitis tantopere ad parabolae similitudinem vergentibus loco epochae 
anomaliae mediae assignari solet tcmpns transitus per perihelium ; intervalla inter 
hoc tempus atque tempora duobus locis propositis respondentia determinari po- 
terunt ex elementis cognitis per methodum in art. 4 1. traditam, quorum differentia 
vel summa (prout perihelium vel extra duo loca proposita iacet vel intra) quum 
consentire debeat cum tempore t, calculo confirmando inserviet. — Ceterum 
numeri huius tertii exempli superstructi erant elementis in exemplo art 38. et 
43. suppositis, quin adeo istud ipsum exemplum locum nostrum primum suppe- 
ditaverat: differentiae leviusculae elementorum hic erutorum unice a limitata prae- 
cisione tabularum logarithmicarum et trigonometricarum orgiuem traxerunt 


98. 

Solutio problematis nostri pro ellipsi in praecc. evoluta etiam ad parabolam 
et hyperbolam transferri posset, considerando parabolam tamquam ellipsin, in qua 
a et i essent quantitates infinitae, p = 90’, tandem E, E \ g, G = 0; et 
perinde hyperbolam tamquam ellipsin in qua a esset negativa, atque i, E, E' 
g, 6, p imaginariae : malumus tamen his suppositionibus abstinere, problemaque 
pro utroque sectionum conicarum genere seorsiin tractare. Analogia insignis inter 
omnia tria genera sic sponte se manifestabit. 

Retinendo in PARABOLA characteres p, p, v, F,/, r, r', t in eadem signi- 
ficatione in qua supra accepti sunt, habemus e theoria motus parabolici: 

C 1 *] co *H F — f) 

[2.] \/fp— «*!(*'+/) 

= tang i (T+/) — tang i (F—/) + i tang J tang i(A— /)* 

= { tang 1 (F-\-f) — tang i (F—f) } • j 1 + tangi (F+f) tang i(F—f) 

+ 1 (tang i ( F +/) — tang | (F —/))* } 

_ «fjn /V rr ' f \ Je 

P \ P ' *PP J ’ 
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rg i lain f cn if.tr’ | 4 sinyirr')* 

1 VP ' »p> 

Porro deducitur ex multiplicatione aequationum 1. 2. 

[ 4 -] ftp = cos i 1 ’ + cos/ 
nec uon ex additione quadratorum 
[5.] = l+cosFcos/ 

Hinc eliminato cos F 


[ 6 .] 


P — 


jrrjMn/* __ 

r + r' — 2co s/Vrr' 


Quodsi itaque aequationes 9. 9*. art 88. hic quoque adoptamus, priorem pro 
cos/ positivo, posteriorem pro negativo, habebimus 


[7.} 

[7*.] 


mi /Vrr' 

■P ileos/ 

«in f/r r' 

' — i/.cos/ 


quibus valoribus in aequatione 3. substitutis, prodibit, retinendo characteres *n, 
M in significatione per aequationes 11. 11*. art. 88. stabilita, 

[8.] m = + 

[8*.] J/=— L* + iL* 

Hae aequationes conveniunt cuin 12. 12*. art. 88., si illic statuatur g = 0. 
Hinc colligitur, si duo loci helioeentrici, quibus per parabolani satisfit, ita tra- 
ctentur, ac si orbita esset elliptica, ex applicatione praeceptorum art. 91. statim 
resultare debere x — 0 ; vice versa facile perspicitur, si per praecepta ista pro- 
deat x = 0, orbitam pro ellipsi parabolam evadere , quum per aequationes 1. 
16. 17. 19. 20. fit b =z co, a = ao, = 90\ Determinatio elementorum fa- 
cillime dein absolvitur. Pro p enim adhiberi poterit vel aequatio 7. art. prae- 
sentis, vel aequ. 18. art 95.*):. pro F autem fit ex aequationibus 1. 2. huius 
art tarig J F — cotang \f = sin 2 u> cotang }/, si angulus auxiliaris in 

eadem significatione accipitur, ut in art 89. 


*) Unde simul patet, y et 7 iu parabola easdem rationes exprimere ut iu ellipsi, r. art. 96. 
O. TH. K. 16 


.*■ 
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Hacce occasione adhuc observamus, si in aequ. 3. pro p substituatur va- 
lor eius ex 6., prodire aequationem satis notam 

kt — 1 (r-f-r'-|-c 08 - /‘. /rr')(r — {— r ’ — 2cos/.j/rr')ty2 
99. 

In HYPERBOLA quoque characteres p, v, v\ f, F, r, r', i in signi- 
ficatione eadem retinemus, pro scmiaxi maiori o autem, qui hic negativus est, 
scribemus — a; excentricitatem e perinde ut supra art. 21. etc. statuemus 
Quantitatem auxiliarem illic per u expressam , statuemus pro loco primo = — ’ 
pro secundo = Cc, unde facile concluditur, e semper esse maiorem quam 1., 
sed ceteris paribus eo minus differre ab 1., quo minus duo loci propositi ab in- 
vicem distent. Ex aequationibus in art. 2 1 . evolutis huc transferimus forma 
paullulum mutata sextam et septimam 

[»•] + 

[2.] 1/5)1/^ 

[3.] cos 1 1 ’ == 1 ( j/ Cc -}~ \/(f~ t ) V ^r — 

[4.] sinf„ 

Hinc statim demanant sequentes: 

[5.] si „F=fa(C-^)/^ 

[6.] sin/=io(c — 

[7.] cosF=(e(c+i)-((7+^)) 5 ^r 

[8.] cos/=(e(C-fi) — (c+ 7 ))jp^ 

Porro fit per aequ. X. art. 21. 

£-*•(?+$)-» 

L' = f s(Ce+^)-l 
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atque hinc 

[*•] ! r J = **|c-j)(— i) 

['»0 = Mc+^+i)-’ 

Haec aequatio 10. cum 8. combinata praebet 


[ 11 .] 


a = 


r'+r — |c+ -ijew/Vre' 

“RT 


8tatuendo itaque perinde ut in ellipsi — — — = 1 -)- 2/, vel — 1 — 1 L, 

prout cos f est positivus vel negativus, fit 


r , , , „ _ »(<-!(✓«- ^7)*) e°«rVr r' 

[1 2.J a / ii« 

(*“) 

— *(i+l(/e— l/ -) \cmf ^rr' 

[12*.] a = — -| e 3Tji— 


Computus quantitatis l vel L hic perinde ut in ellipsi adiumento anguli au- 
xiliaris u> instituetur. Denique iit ex aequatione XI. art 22. (accipiendo loga- 
rithmos hyperbolicos) 


5 — fc(Cc— £+ £) — logCc + logf 
= + e ( C + g)( c ~ e )~ 2Xo « C 


sive eliminata C adiumento aequationis 8. 

.. (e— -^jco./Vrr' 

- = ; 

In hac aequatione pro a substituimus valorem eius ex 1 2. 1 2*. ; dein chara- 
cterem m vel M in eadem significatione, quam formulae 11. 11*. art 88. 
assignant, introducimus; tandeinque brevitatis gratia scribimus 

16 * 
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LIBEM 1. SECTIO III. 


CC — < log C 

7 — — ^ 


*(-ir 


quo facto oriuntur aequationes 

[13.] m = (/— «)* + (/ — 

[13*.] M = — (i + z)* + (L + 2)^ 


quae unicam incognitam 3 implicant, quum manifesto sit ^ functio ipsius 2 
per formulam sequentem expressa 



(1-fH ) /{.' + !») — |0S(/(I + *) + /») 


1 00 . 

In solvenda aequatione 1 3. vel 1 3 *. cum casum primo seorsim considera- 
bimus, ubi a obtinet valorem liaud magnum, ita ut Z per seriem secundum po- 
testates ipsius 2 progredientem celeriterque convergentem exprimi possit. Iam fit 

(l-f- 2 z)|/(a-|- 2 z) = 2*4- $2*4- is 1 ..., log([/(l + z) + ^) = 2 i — i^+Az 1 ... 

adeoque numerator ipsius Z— denominator autem fit = 22*4*32*..., 

unde Z—\ — ? z... Ut legem progressionis detegamus, differentiamus aequa- 
tionem 

2 (3 + zzfZ = ( 1 -(- 2 z) /(z + 22 ) —log (/( 1 -|-2)-f- V/z) 
unde prodit omnibus rite reductis 

2{z+zz) i ^ + ZZ(l+2z)^(z+zz)= 4 /( 24 - 22 ) 

give 

(22 4 - 2 «)Jf = 4 -( 34 - 62 )^ 

unde simili ratione ut in art. 90. deducitur 


w 4 4 .«, 1 4.0.S__ 4.6.8.10 , . 4.6.8.10.11 . 

Z =-*-77>* + , 1 .4.1. o.TT^-etc- 


Patet itaque, Z prorsus eodem modo a — 2 pendere, ut supra in ellipsi X ab xi 
quamobretn si statuimus 
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y ’ 

“ 1+A<* + 0 

determinabitur etiam £ perinde per — z ut supra 5 per x, ita ut habeatur 


[14.] 


1— .v* + 


jV3 2 

tt* 


1 + 


A2 


1 + 


sive 




1+112 + 


1 -J- etc. 


, it 2 

1_|_ Lii_f — 

1 + etc. 


Hoc modo computati sunt valores ipsius £ pro z = 0 usque ad z = 0,3 per 
singulas partes millesimas, quos columna tertia tabula III. exhibet 


101 . 


Introducendo quantitatem £ statuendoque \/(l — z) vel ^/(Z<+z) = y» 


nec non 


[15.] 

[15*.] 


m m 


»+i+c 

M M 

i-|-C 


= h, 


= 11 


vel 


aequationes 1 3. 1 3*. hancce formam induunt 


[ 16 .] 

[16*.] 


(y-Qyy /. 

y+l ~ 
ir+orr _ ,, 

Y— 1 — 


adeoque onmino identicae fiunt cum iis ad quas in ellipsi perventum est (15. 1 5*. 
art 9 1 .). Hinc igitur, quatenus h vel II pro cognita haberi potest, y vel Y 
deduci poterit, ac dein erit 
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LIBER I. SECTIO III. 


u t 17 -] 

[17*.] 


I WIW 


MM r 

* = T r~ L 


Ex his colligitur, omnes operationes supra pro ellipsi praescriptas perinde etiam 
pro kyperbola valere, donec e valorc approximato ipsius h vel 11 eruta fuerit 
quantitas y vel E; dein vero quantitas — — l vel L — j~f, quae in ellipsi 
positiva evadere debebat, in parabolaque = 0, heri debet negativa in hyperbola: 
hoc itaque criterio genus sectionis conicae definietur. Ex inventa z tabula nostra 
dabit £, hinc orietur valor correctus ipsius h vel 17, cum quo calculus repe- 
tendus est, donec omnia ex asse conspirent. 

Postquam valor verus ipsius z inventus est, c inde per formulam c — 
1 — J- 2 ^ — (- 2 ^(z-f-zz) derivari posset, sed praestat, etiam ad usus sequentes, an- 
gulum auxiliarem « introducere, peraequationem tang 2« = zz) deter- 

minandum; hinc fiet c = tang 2 n -f- j/(l -|- tang 2 n*) = tang(45°-f- n) 


102 . 

Quum iu hyperbole perinde ut in ellipsi y necessario esse debeat positiva, 
solutio aequationis 16. hic quoque ambiguitati obnoxia esse nequit*): sed re- 
spectu aequationis 1 6 *. hic paullo aliter ratiocinandum est quam in ellipsi. Ex 
acquatiommi theoria facile demonstratur, pro valore positivo ipsius H**) hanc 
aequationem (siquidem ullam radicem realem positivam habeat) cum una radice 
negativa duas positivas habere, quae vel ambae aequales erunt puta — 1 \/b — J 
= 0,20601, vel altera hoc limite maior altera minor. Iam in problemate uoetro 
(suppositioni superstructo, z esse quantitatem haud magnam, saltem uon ma- 
iorem quam 0,3 , ne tabulae tertiae usu destituamur) necessario semper radicem 
maiorem accipiendam esse sequenti modo demonstramus. Si in aequatione 13*. 
pro M substituitur Y^(L -f- z), prodit E-(-l = (L-f-z)Z^>(l sive 

Y^> j — -* s z -|- zz — z* -f- etc,., unde facile concluditur, pro valoribus 


*) Vix opus erit monere, tabulam •uitrain II. in bppcribols perinde ut in ellipsi ad solutionem 
huius aequationis adhiberi posse, quamdiu h ipsius limites non egrediatur. 

•*) Quantitas H manifesto fieri nequit negativa, nisi fuerit C>J: tali autem valori ipsius C re* 
sponderet valor ipsius t maior quam 2,6S4, adeoquo limites huius methodi longe egrediena 
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tam parvis ipsius z, quales hic supponimus, semper fieri debere 0,20 601. 
Revera calculo facto invenimus, ut huic limiti aequalis fiat, esse debere 

z = 0,79858: multum vero abest, quin methodum nostram ad tantos valores 
ipsius z extendere velimus. 


103. 

Quoties z valorem maiorem obtinet, tabulae III. limites egredientem, 
aequationes 13. 13*. tuto semper ac commode in forma sua non mutata ten- 
tando solventur, et quidem ob rationes iis similes quas in art. 94. pro ellipsi ex- 
posuimus. In tali casu elementa orbitae obiter saltem cognita esse supponere 
licet: tum vero valor approximatus ipsius n stati m habetur per formulam tang2n = 
\ ) i q uae sponte demanat ex aequatione 6. art. 99. Ex n antem habe- 
bitur z per formulam z = - ~ cf 8 2 " = 4I " " , et ex valore approximato ipsius 
z paucis tentaminibus derivabitur ille, qui aequationi 13. vel 13*. ex asse satis- 
facit. Possunt quoque illae aequationes in hac forma exhiberi 


= (' 


• i , , j logbyptAng(4S*+M) 

^ h sia »* cos 2 n 31 _____ 

i 2 n I ' \ cos 2 n I tanp 2 s T 


M = -[L+ Sfl)‘ + » [Z+ ^)'( ^^ r “? ( ‘ r r > ) 

atque sic, neglecta z, statiin valor verus ipsius n erui. 


104. 

Supereat, ut ex z, n vel c elementa ipsa determinemus. 
aj/(ee — 1) =s 6, habebitur ex aequatione 6. art. 99. 


[18.] 


Uug ?n 


Combinando hanc formulam cum 12. 12*. art. 99., eruitur 


Statuendo 


(.9.) /(,,-1) = ^ 

[19-.] a,** = 
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L1BBK I. SECTIO I[l. 


unde excentricitas commode atque exacte computatur; ex 6 et /(ee — l) pro- 
dibit per divisionem a, per multiplicationem p, ita ut sit 

J(I—r)cr.s/'. j/rr’ immcohf.^rr’ kktt 

n t&ngUtt* yytaujiiin* ’ i yyrr* cos/** taugSn* 

—i (L+ t) eng f. /r r' — a M Mcotf.^rr kktl 

tangis* JfVtaiigan* « Y Yr / eo* /*tsng a n* 

yyBin/’ . tang^Vrr' /yrrsin 2 A* 

P i(t— i) a»»» V kt I 

_ — *in f . tang f. yr r’ — 1' Ytinf. tane/'.yVr' j l’rr'sin lf\* 

— l(i+i> tMM ' kt I 

Expressio tertia et sexta pro p, quae oinnino idcnticac sunt cum formulis 1 8. 1 8*. 
art. 95., ostendunt, ea quae illic de significatione quantitatum y, Y tradita sunt, 
etiam pro hyperbola valere. 

E combinatione aequationum 6. 9. art. 99. deducitur 

(r — r) = e sin/. ( C— ± ) 

introducendo itaque et u», statuendoque C = tang(45°-f-A r ), fit 

r„„ 1 . _ „ \r a sin 4 tang a cn 

[20.] tang 2 N == 

Invento bine C, habebuntur valores quantitatis iu art. 21. per « expressae pro 
utroque loco; dein fiet per aequationem III. art. 21. 

to, ‘git> = ( c+ C ciart - + 

(Cc+ i) tangit 

sive introducendo pro C, c angulos -V, n 


[21.] 


Hin (AT — ») 

tang J v = 

i-os (JT+ ») Ung l $ 

[22.] 

tang 1 v = 

«bior+M) 

cos (AT— w) taoi^r 


Hinc determinabuntur anomaliae verae e, », quarum differentia cum 2 f com- 
parata simul calculo confirmando inserviet. 

Denique per formulam XI. art. 22. facile deducitur, intervallum temporis 
a perihelio usque ad tempus loco primo respondens esse 

_o * Ii «cos (.v + ») sili (.V— s) i ■ IV) I 

k \ cos 2 cor 2« o/I tani?(4l*+ n)| 
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et perinde intervallum temporis a perihelio usque ad tempus loco secundo re- 
spondens 

Si itaque tempus primum statuitur = T — 1 t, adeoque secundum = T -\-\ <, fit 
[23.] r = i , j^/_logtang(45* + )iV( 
unde tempus transitus per perihelium innotescet; denique 
[24.] t — — logtang(45°+ »)} 

quae aequatio, si placet, ad ultimam calculi confirmationem adhiberi potest. 

105. 

Ad illustrationem horuin praeceptorum exemplum e duobus locis in artt. 
23. 24. 25. 46. secundum eadem elementa liyperbolica calculatis conficiemus. 
Sit itaque v ' — » = 48“l2’o" sive i /=24°6 o", logr = 0,0333585, logr’ = 
0,2008541, <=51,49 788 dies. Hinc invenitur co = 2°45'28"47, 1=0,05796039, 
sive valor approximatus ipsius h = 0,0644371; hinc, per tabulam II., 
log^y = 0,0560848, ~ = 0,05047454, z = 0,00748585, cui in tabula III. 
respondet C = 0,0000032. Hinc fit valor correctus ipsius h = 0,06443691, 
\ogyy = 0,0560846, "" = 0,05047456, z = 0,00748583, qui valores, quum 
C inde non mutetur, nulla amplius correctione opus habent. Iain calculus ele- 
mentorum ita se habet : 

log z .... 

log(l-H) • 
logi /(* + •*) 

log 2 .... 
log tang 2 n . 

2 n 
n 

a. TB. M. 


. . 7,8742399 logtang/ 9,6506199 

. . 0,0032389 log i tang 2 n 8,9387394 

. . 8,9387394 C.log(i — z) 1,2 969275 

. . 0,3010300 log tang <j/ 9,8862868 

.. 9,2397694 <|/ = 37° 34’59"77 

= 9° 5 1* 11*816 (esse deberet = 37 35 0) 

= 4 55 35,908 

17 
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UBEB L SECTIO IU. 


logain f , 

9,61101 18 

C.logf sin/ . , . 

. . . . 0,6900182 

\og)/rr 

0,1171063 

logtang 2 u> . . . 

. . . . 8,9848318 

C.logtang2n 

, 0,7602306 

C. log cos 2 tu . . . 

. . . . 0,0020156 

log6 

0,4883487 

log sin 'ji 

. . . . 9,7852685 

logtang 4* 

. 9,8862868 

logtang 2 N . . . 

. . . . 9,4621341 

l°g<* 

. 0,6020619 

2 N 

= 16“ 9' 46*253 

lo gi> 

0,3746355 

N 

= 8 4 53,127 

deberent ••••••• 

. 0,6020600 

N—n 

= 39 17,219 

atque 

, 0,3746356) 

N-\- n 

= 13 0 29,035 

logsin(^f — n) 

. 8,7406274 

log sin . . 

. . . . 9,3523527 

C.logcos^-f-n) . . . 

. 0,0112902 

C . log cos (N— n) 

. . . . 0,0006587 

log cot J <|» 

. 0,4681829 

logcot*<}> . . . . 

. . . . 0,4681829 

log tangi» 

. 9,2201005 

log tangi*?. • • • 

. . . . 9,821 1943 

i v = 

9* 25 29" 97 


= 33”3 1' 29*93 

V = 

18 50 59,94 

V 

= 67 2' 59,86 

(eiuse deberet ••••••• 

18 51 0) 

(esse deberet , , , , 

. . . 67 3 0) 

l°g e 

. 0,1010184 

i»g e 

. . . . 0,1010184 

logtang 2 N 

. 9,4621341 

logtang 2 n . . . 

. . . . 9,2397694 

C. log cos 2 n 

. 0,0064539 

C . log cos 2 N . . 

. . . . 0,0175142 


9,5696064 


9,3583020 

muueruB = 

0,371 19863 

numerus 

= 0,22819284 

loghyptang(45°-j-JV) = 

0,28591251 

loghyptang(45°-}-n) = 0,1 7282621 

Differentia = 

0,08528612 

Differentia 

= 0,05536663 

log 

. 8,9308783 

log 

. . . . 8,7432480 

floga 

. 0,9030928 

flog* 

.... 0,9030928 

C.logfc 

. 1,7044186 

C.logA; 

. . . . 1,7644186 

log^ 

. 1,5983897 

l°g 2 

. . . . 0,3010300 

T = 

39,66338 

logf 

. . . . 1,71 17894 



t 

= 51,49788 


Distat itaque transitus per perihelium a tempore loco primo respondente 1 3,9 1 444 
diebus, a tempore loco secundo respondento 65,41232 diebus. — Ceterum diffe- 
rentias exiguas elementorum hic erutorum ab iis, secundum quae loca proposita 
calculata fuerant, tabularum praecisioni limitatae tribuere oportet 
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106. 

In tractatu de relationibus maxime insignibus ad motum corporum coe- 
lestium in sectionibus conicis spectantibus, silentio praeterire non possumus ex- 
pressionem elegantem temporis per semiaxem maiorem, summam r-j-r atque 
chordam duo loca iungentem. Haec formula pro parabola quidem primo ab ili. 
Euler invetita esse videtur (Miseell. Berolin., T. VII. p. 20), qui tamen eam in 
posterum neglexit, neque etiam ad cllipsin et hypcrbolant extendit: errant itaque, 
qui formulam clar. Lambeut tribuunt, etiamsi huic geometrae meritum, hanc ex- 
pressionem oblivione sepultani proprio ruarte eruisse et ad reliquas sectiones coni- 
cas ampliavisse, non possit denegari. Quamquam boc argumentum a pluribus 
geometris iam tractatum sit, tamen lectores attenti expositionem sequentem haud 
superfluam agnoscent. A motu elliptico initium facimus. 

Ante omnia observamus, angulum circa Solem descriptum 2 f (art. 88., 
unde reliqua quoque signa desumimus) infra 360° supponi posse; patet enim, si 
iste angulus 360° gradibus augeatur, tempus una revolutione sive “ '**- =s 
a* X 365,26 diebus crescere. Ium si chordam per p denotamus, manifestum 
est fieri 

p p = (r cos v — r cos w)’ -f- (r sin v ' — r sin vf 
adeoque per aequationes VIII. IX. art 8. 

p p = a a (cos E' — cos Ef-\- a a cos <p* (sin E’ — sin E)* 

— ioamig* (sin (7* 008 9* cos (?) 4aasin^*(l — eecosG*) 

Introducamus angulum auxiliarem h talem, ut ait cosi = eeosCr; simul, quo 
omnis ambiguitas tollatur, suppouemus, h accipi inter 0 et 180°, unde sin h 
erit quantitas positiva. Quoniam itaque etiam g, inter eosdem limites iacet (si 
enim 2 g ad 360° vel ultra ascenderet, motus circa Solem revolutionem inte- 
gram attingeret vel superaret), ex aequatione praecedente sponte sequitur p = 
2 a sin g sin A, siquidem chorda tamquam quantitas positiva consideratur. Quum 
porro habeatur r + r = 2a(l — e cosy cos G) = 2 a (1 — cos g cos h ) , patet, si 
statuatur h — g = 8, h-\-g = s, fieri 

[1.] r-|-r' — p = 2a(l — cosfi) = 4asinlr8* 

[2.] r-f-r-j-p = 2a(l — cos») = 4 asini t* 

17* 
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Denique habetur kt=a*(2g — 2e siny cosG) == a'(2^ — 2 sin <j cos/t), 

sive 

[3.] kt = a^(t — sin t — (8 — sin 8)) 

Determinari poterunt itaque, secundum aequationes I. 2., anguli 6 et e 
ex r-J-r, p et a: quamobrem ex iisdem quantitatibus determinabitur, secundum 
aequationem 3., tempus t. Si magis plaoet, haec formula ita exhiberi potest : 

kt = a’ < arc eos -■ — *- — sin arc cos V — - — r 

[ 2a 2 a 

2 a — (r 4* r') -f- p » * 2 o — ■ (r -f r r ) -f* p I 

— arc cos - - 4- sm arc cos — - J > 

2a 1 2 a | 

Sed in determinatione angulorum 8, e per cosinus suos ambiguitas remanet, 
quam propius considerare 'oportet. Sponte quidem patet, 6 iacere debere inter 
— 180“ et -}-180”, atque s inter 0 et 360*: sed sic quoque uterque angulus 
determinationem duplicem, adeoque tempus resultans quadruplicem admittere 
videtur. Attamen exaequatione 5. art. 88. habemus cos f.^rr —a (cos g — cos/i) 
— 2 (i sin 5 5 sin } t: iam sin 4 e necessario iit quantitas positiva, unde concludi- 
mus, cos/ et sin } 8 necessario eodem signo affectos esse, adeoque 8 inter 0 et 
180’, vel inter — 180° et 0 accipiendum esse, prout cos/ positivus fuerit vel 
negativus, i. e. prout motus heliocentricus 2/ fuerit infra vel supra 180°. Cete- 
rum sponte patet, pro 2 /= 180° necessario esse debere 8 — 0 . Hoc itaque, 
modo 6 plene determinatus est. At determinatio anguli t necessario ambigua 
manet, ita ut semper pro tempore duo valores prodeant, quorum quis verus sit, 
nisi aliunde constet, decidi nequit. Ceterum ratio huius phaenomeni facile per- 
spicitur: constat enim, per duo puncta data describi posse chias ellipses diversas, 
quae ambae focum suum habeant in eodem puncto dato, simulque eundem semi- 
axem maiorem*); manifesto autem motus a loco primo ad secundum in his ellip- 
sibus temporibus inaequalibus absolvetur. 


•) Dwriptin e loca primo circula. radio 2o — r «linque radio io — / e loco srnindo, cllipsrnj 
focum altorum in intersectione horum circulorum iacere patet. Quare quum (reneraliter loquemio duae 
semper dentur interseuiones, duae ellipses diversae prodibunt. 
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107. 

Denotando per x arcam queiucunque inter — 180’ et 180* situm, et 
per « sinum arcus i y , constat esse 

+X = '» + i-*«* + *-r;«‘ + f-rH* , + etc. 

Porro fit 

Jsinx =s/(l— ss) = « — i** — ~ — etc. 

adeoque 

X sin x = £«' + +. ±£;S» + etc. 

Substituimus in bac serie pro s deinceps 1 , et J ^/ r+ ^ +p , quaeque 

inde proveniunt multiplicamus per a* ; ita respective oriuntur series 

1 (r + r — p) 1 + »V (r + r — p)»+ {- (r + r— p)* 

+ TsfTT * s» (r H- r — p ) 1 + etc. 

1 ( r + r + p)* + A • ^ ( r + r +p)* + ttVt- Jo ( r + r + p)' 

+ V* t XT ■ ^ (»• + »' + p) 1 + etc. 


quarum summas denotabimus per T, U. lam nullo negotio patet, quum sit 
2sin4 8=+j/^ : — ^ signo superiori vel inferiori valente prout 1/ infra vel 
supra 180° est, fieri a* (8 — sin3) = +T, signo perinde determinato. Eodem 
modo si pro e accipitur valor minor infra 180° situs, fiet o*(» — sint) = U ; 
accepto vero valore altero, qui est illius complementum ad 360°, manifesto fiet 
a*(t — sine) = a* 360° — U. Hinc itaque colliguntur duo valores pro tempore t 


UTjr 
k ’ 


atque 


a 1 360* U±T 

k ' k 


108. 

Si parabola tamquam ellipsis spectatur, cuius axis maior infinite magnus 
est, expressio temporis in art. praec. inventa transit in r — (- p)* qP(r-f- r — p)*j : 

sed quum haecce formulae deductio fortasse quibusdam dubiis exposita videri 
possit, aliam ab ellipsi haud pendentem exponemus. 
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Statuendo brevitas caussa 

tangi v — 0, tang 1 v = 8', fit 

r = 1/1(1 + 86), r = l^(l + 6'6') 

• 

COS V = ( _|_|, , COS V == - _p gljjf 

a ti . . 1 9' 

81,10 =1hFW» 8111 0 = .+T(? 

Hinc fit 

roose — r cos » = |j/(08 — 6'0'), r’ sin v — rsinu =/j(0' — 6) 
adeoque 

p p = i PP (8 — 6)* (4 + (6 + 8)*) 

Iam facile perspicitur 

0-6 = */ ■ , 

cm^teoiir 

esse quantitatem positivam: statuendo itaque 

^0 + 1(6'+ 8)’) = + «** P — p(6— 6)q 
Porro fit 

r + r' = l/»(2+68 + 0’8') = + 1 (6— 8)’) 

quaaiobram habetur 

;^±f- (Ti + f( o'_8))* 

,± j= t = (rj -1(8-0))* 

Ex aequatione priori sponte deducitur 
+ ^+9 = 1+H 0_ 6) 

quoniam q et 0 ;'-t- 8 sunt quantitates positivae! sed quum |(8' — 8) minor sit 
vel maior quam q, prout 
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11 — *(*— 8 )*= 1 + 88 ' = 


cn| f 


COS | « COS 4 »' 

positiva est vel negativa, patet, ex aequatione posteriori concludere oportere 


±V T - ± r* =>l-i(8'-C) 

ubi signum superius vel inferius adoptandum est, prout angulus circa solem de- 
scriptus infra 180* vel supra 180° fuerit. 

Ex aequatione, quae in art. 98. secundam sequitur, porro habemus 

fr = <?-•)«» + 00 '+ K 0 '- 0 )’) = ,( 0 '- 0 )<™ + AC 0 '— 0 )*) 

= 1 (TJ + J (0-0))»- 1 

unde sponte sequitur 

kt = i {(r+r + ?)*+(»■ + »•'— p)*} 


signo superiori vel inferiori valente, prout i f infra vel supra 180° est. 


109. 

Si in hyperbola signa a, C, e in eadem significatione accipimus, ut in 
art. 99., habemus ex aequationibus VIII., IX. art 21. 

r'cosu' — reos» = — f (c — IJ (C — ^,)a 

r sinu' — rsinw = I (e — I) [(7+ -^)uj/(ee — l) 

adeoque 

p = *«(•— i)|/(ee(0-l-^)’-4) 

Supponamus 7 esse quantitatem per aequationem -y — j — I = e ( C7 — f- -gj determi- 
natam: cui quutn manifesto duo valores sibi invicem reciproci satisfaciant, adop- 
tamus eum qui est maior quam 1. Ita fit 

p «**«(«— |) (7 — 7 ) 

Porro fit 

r-j-r =ia(a(c-f-i r )(C+^)— 4) = fa((c + i-) (t.-H 7) — 4 ) 
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adeoque 

r + '’+p — «(✓«T— /£)* 

r -«- v — p = ViT 

Statuendo itaque - p — ”h |/ r ? = n, erit necessario = 

ad decidendam vero quaestionem, utram |/J — fiat = -}-2w an = — 2«, 
inquirere oportet, utrum ^ maior an minor sit quam c: sed ex aequatione 8. 
art. 99. facile sequitur, casum priorem locum habere, quoti e» 2 f sit infra 180*, 
posteriorem quoties 2/ sit supra 180*. Denique ex eodem art. habemus 

? = +(T+9( c -i)- slo » c = * («T“ ^)“ lo g c T + lo *« 

= 1m\J ( 1 -f- mm) If 2nj/(l-)-nn) — 2 log (^( 1 -f- sim) 4" n ) + 2log(/( 1 -}- nn) -(- n) 

signis inferioribus semper ad casum 2 180° spectantibus. Iain 

log (j/( l -f- mm) -f- m) 
facile evolvitur in seriem sequentem 

«— + + f 'ril^+etc. 

Hoc sponte colligitur ex d l»g(/(l -\-mm) -j- m) = ^ . Prodit itaque 

2 |/( 1 — |- mm) — 2log(i/(l-f-»m) + »n) = J m* — J-.-J m s + f • m’ — etc.) 

et perinde formula alia prorsus similis, si m cum n permutatur. Hinc tan- 
dem colligitur, si statuatur 

T — * (r + r ' — p)* — A • *- (r + r — >)* + T7 Vi . (r + r — p) } 

— r«fTT-p(r + r— p)*-f etc. 

U = I- ( r + r '+ P)* — »V • ~ (»■ + r + p)* + tAt • ^ ( r + r + p)* 

— rvtTT •^i( r + r + p)* + etc * 
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fieri 

kt = U+T 

quae expressiones cum iis, quae in art. 107 traditae sunt, omnino coincidunt, 
si illic a in — a mutetur. 

Ceterum hae series tum pro ellipsi tum pro hyperbola ad usum practicum 
tuue inprimis sunt commodae, ubi a vel a valorem permagnum obtinet, i. e. 
ubi sectio conica magnopere ad parabolae similitudinem vergit. In tali casu etiam 
ad solutionem problematis supra tractati (art. 85 — 105.) adhiberi possent: sed 
quoniam, nostro iudicio, ne tunc quidem brevitatem solutionis supra traditae 
praebent, huic methodo fusius exponendae non immoramur. 


a. th. m. 


18 
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SECTIO QUARTA 

Relationes inter locos plures in spatio. 


110 . 

Relationes in hac Sectione considerandae ab orbitae indole independcntes 
solique suppositioni innixae erunt, omnia orbitae puncta in eodem plano cum Sole 
iacerc. Placuit autem, hic quasdam simplicissimas tantum attingere, aliasque 
magia complicatas ct speciales ad Librum alterum nobis reservare. 

Situs plani orbitae per duos locos corporis coelestis in spatio plene deter- 
minatus est, siquidem hi loci non iacent in eadem recta cum Sole. Quare quum 
duobus potissimum modis locus puncti in spatio assignare possit, duo hinc pro- 
blemata solvenda se offerunt. 

Supponemus primo, duos locos dari per longitudines et latitudines helio- 
ccntricas resp. per X, X'; 8, 8' designandas: distantiae a Sole in calculum non 
ingredientur. Tunc si longitudo nodi ascendentis per £X> inclinatio orbitae ad 
eclipticam per i denotatur, erit 

tang 8 = tang i sin (X — £J) 
tang6' = tang i sin (X’ — £l) 

Determinatio incognitarum tangi' hic ad problema in art. 78. II. conside- 
ratum refertur; habemus itaque, ad normam solutionis primae 

tang i sin (X — £l) — tang 6 

unipco.fr-fl) =, 
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ad normam solutionis tertiae autem invenimus fi per aequationem 


tang (}-X-f fi'— fi) 


sin (<'+ 6) tang i (A'—. A ) 
iin (*'—«) 


utique aliquanto commodius, si anguli 6, 6 immediate dantur, neque vero per 
logarithmos tangentium : sed ad determinandum *, recurrendum erit ad aliquam 
formularum 


tangi = 


tanut taiigt' 

sin (A — SI) sin (A*— fi) 


Ceterum ambiguitas in determinatione anguli X — fi , vel 4 X -f- i X' — fi per 
tangentem suam ita erit decidenda, ut tang i positiva evadat vel negativa, prout 
motus ad eclipticam proiectus directus est vel retrogradus: hanc incertitudinem 
itaque tunc tantum tollere licet, ubi constat, a quanam parte corpus coeleste a 
loco primo ad secundum pervenerit; quod si ignoraretur, utique impossibile esset, 
nodum ascendentem a descendente distinguere. 

Postquam anguli fi, t inventi sunt, eruentur argumenta latitudinum u', 
u per formulas 


tangu = 

O 


tsnc (A — fi) 
cosi > 


tang u 


' = eingfA*— -Q) 

colit 


quae in semicirculo primo vel secundo accipienda sunt, prout latitudines respon- 
dentes boreales sunt vel australes. His formulis adhuc, sequentes adiicimus, e 
quibus, si placet, una vel altera ad calculum confirmandum in usum vocari poterit: 


cos ii — cos 8 cos(X — fi), 


sin u = 


sint 


• / < . s sin(A- L A' — Jfi) fost cost' 

“"(« + «) = — - ■ cos , 1 


C08M 

sin u' 


= CU8 6'cOs(X' f&) 

sin?' 

sin» 


sin (ii — «) 


8*11 (V — X) COR 6 ctn fi' 
cozi 


111 . 

Supponamus secundo, duos locos dari per distantias suas a tribus planis in 
Sole sub angulis rectis se secantibus; designemus has distantias pro loco primo 
per x, y, z, pro secundo per x, y\ z’, supponamusque planum tertium esse 
ipsam eclipticam, plani primi et secundi autem polos positivos in longitudine. N 
et 90"-f- N sitos esse. Ita erit per art. 53., duobus radiis vectoribus per r, r 
designatis, 

18 * 
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x = r cos u <■ os(A r — O,) -f- r sin u «in (A' — (X) cos / 
y = r siliu coa(A r — )cost — r cos n sin (A 7 — &) 
e — r sinu sint 

x — r cos a ' cos (N — ,Q.) -j- rsin u sin (A 7 — <ft) cos/ 
y' = r’sin»»'cos(A r — £1) cos/ — r'co8«Hin(A 7 — &) 
z = r' sini/ 'sint* 

Hinc sequitur 

zy' — yz‘ — rr'sin(tt' — u) sin (A/ — ft) sini 
xz — zx = rr sin(« — u ) cos(A T — Q) sin»" 
xy' — yx = rr"sin(«’ — u) cos» 

E combinatioue formulae primae cum secunda habebitur A T — £), atque 
rr'sin(u‘ — »t)sin/, hinc et ex formula tertia prodibit t atque rr’siii(tt — u). 

Quate nus locus, cui coordinatne x, y, z respondent, teiupore posterior 
supponitur, u' maior quam n tieri debet: quodsi itaque insuper constet, utrum 
angulus inter locum primum et secundum circa Solem descriptus duobus rectis 
minor uti maior sit, rrsiii(w — «) sin/ atque rr’ sin (»/ — »») esse debent quan- 
titates positivae iu casu primo, negati vae in. secundo: tunc iteqne N — Q. sine 
ambiguitate determinatur, simulque ex signo (pianti tatis xy — yx deciditur, 
utrum motus directus sit, an retrogradus. Vice versa, si de inotus directione 
constat, e signo quantitatis xy' — yx decidere licebit, utrum u' — t/ minorati 
maior quam 1S0° accipiendus sit. Sin vero tum motus directio, tum indoles 
anguli circa Solem descripti plane incognitae sunt, manifestum est, inter nodum 
ascendentem ac descendentem distinguere non licere. 

Ceterum facilo perspicitur, aienti cos/ est cosinus inclinationis plani orbi- 
tae versus planum tertium, ite sin (AT — fl) sin /, eos(A 7 — £)) sii i / esse reap. 
cosinus inclinationum plani orbitae versus planum primum et secundum ; nec non 
exprimere rr'sin(«' — u) duplum arcam trianguli inter dnos radios vectores in- 
clusi, atque zy — yz ; xz — zx, xy' — yx duplam arcam proiectionum eius- 
dem trianguli ad singula plana. 

Denique patet, planum tertium pro ecliptica quodvis nliud planum esse 
posse , si tuodo omnes umgnitudines per relationes suas ad eclipticam definitae 
perinde ad planum tertium, quidquid sit, referantur. 
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112. 

Sint x", // ", z" coordiuatac alicuius loci tertii, atque «” eius argumen- 
tum latitudinis, r radius vector. Designabimus quantitates rV”sin(«” — «'), 
rr"sin(«” — «), rr sin(« — «), <|uae sunt areae duplae triangulorum inter radium 
vectorem secundum et tertium, primum et tertium, primum et secundum, resp. 
per n, n, n*. Habebuntur itaque pro x, // ’, z" expressiones iis similes, quas 
in art praee. pro x , jf, z et x, y, z' tradidimus, unde adiuniento lemmatis 1. 
art. 78. facile deducuntur aequationes sequentes: 

0 = nx — n'x -\- n” x” 
o == ny — ny+ny" 

0 = nz — ng -\-n a 

Sint iam longitudines geocentricae corporis coelestis tribus illis locis respondentes 
a, a, i \ latitudines geocentricae: 8, 8 8”; distantiae a terra ad eclipticam pro- 
ieetae o, o, 8"; jkhto respondentes longitudines hei iocen tricae terrae L, L L"-, 
latitudines B, B\ B", quas non statuimus =0, ut liceat,, tum paral laxis ra- 
tionem habere, tum, si placet., pro ecliptica quodvis aliud planum adoptaro: deni- 
que B i D\ l>" distantiae terrae a Sole ad eclipticam proiectae. Quodsi tuna 
x, y, s per L, Ii, I>, a, 8, 8 exprimuntur, similiterque coordinatae ad locuin se- 
cundum ct tertium spectantes, aequationes praecedentes sequentem formam induunt: 

[ 1 .] 0 — n (6 cos n -j - D cos L) — n (6 cos n -\- D cos Li) -(- n (8 cos a -j- D ' cos L ) 

[2.] 0 = /i(6sina-(-i>siniy) — n (o sina -f- l)‘x\\\L) -j- « (8 "sinu' -j- ZTsin L') 

[3.] o = »(Stang8 -(-/Hang/yj — «’(8 tangC-f- 7/tang/f ) -}-n’(8tang6"-f- 1) tang/Tj 

Si hic n, 6, D, L, B quantitatesque analogae pro duobus reliquis locis, tam- 
quam cognitae spectantur, aequationesque per n, vel per vel per v' divi- 
duntur, quinque incognitae remanent, c quibus itaque duas eliminare, sive per 
duas quascuuque tres reliquas determinare licet. Hoc modo illae tres aeqnutioues 
ad conclusiones plurimas gravissimas viam sternunt, e quibus quasdam imprimis 
insignes hic evolvemus. 

113. 

Ne formularum prolixitate nimis obruamur, sequentibus abbreviationibus 
uti placet. Primo designamus quantitatem 
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tang6sin(a" — a ’)-{- tang 6 sin (a — a")4-tangS sin(a' — a) per (0. 1.2): 

si in expressione illa pro longitudine et. latitudine loco cuivis geocentrico respon- 
dentibus substituuntur longitudo et latitudo cuilibet trium locorum heliocentrieo- 
mm terrae respondentes, in signo (0.1.2) numerum illi respondentem cum nu- 
mero roinnno eo commutamus, qui posteriori respondet. Ita e. g. character (0. 1.1) 
exprimet quantitatem 

taugC&in(2s — a ) -(-tang 6 sin (a — L) -(-tangZ? sin(a — a) 

nec non character (0.0. 2) hanc 

tang 6 sin (i ’ — L) tang H sin (a — a ') -f- tang 8 'sin (L — a) 

Simili modo characterem mutamus, si in expressione prima pro duabus longitu- 
dinibus et latitudinibus geoccntricis duae quaeeuuque heliocentrieae terrae sub- 
stituuntur. Si duae longitudines et latitudines in eandem expressionem ingredientes 
tantummodo inter se permutantur, etiam in charactere numeros respondentes per- 
mutare oportet: hinc autem valor ipse non mutatur, sed tantummodo e positivo 
negativus, c negativo positivus evadit. Ita e. g. fit (0.1.2) = — (0.2. 1) = 
(1.2.0) = — (1.0.2) =(2.0.1) = — (2.1.0). Omnes itaque quantitates hoc 
modo oriundae ad Bequentes 10 reducuntur 

( 0 . 1 . 2 ) 

(0. l.O), (0.1.1), (0.1. II), (0.O.2), (0.1.2), (0.11.2), (0.1.2), (1.1.2), (11.1.2) 

(o.O.l), (0.O.1I), (0.1.11), (1.0.1), (l.O. II); (1.1.11), (2.0.1), (2.0.II), (2.1. II) 

quibus aeeedit vigesima (O.I.1I). 

Ceterum facile demonstratur, singulas has expressiones, per productum e 
tribus cosinibus latitudinum ipsas ingrediendum multiplicatas, aequales fieri volu- 
mini sextuplo pyramidis, cuius vertex est in Sole, basis vero triangulum formatum 
inter tria sphaerae coelestis puncta, quae loeis expressionem illam ingredientibus 
respondent, statuto sphaerae radio = 1. Quoties itaque hi tres loci in eodem 
circulo maximo iacent, valor expressionis fieri debet = 0; quod quum in tribus 
locis heliocentricis terrae semper locum habeat, quoties ad parallaxes et latitudi- 
nes terme a perturbationibus ortas non respicimus, i. e. quoties terram in ipso 
eclipticae plano constituimus, semper, hacce suppositione valente, erit ((Xl.il) = 0, 
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quae quidem aequatio identica est, si pro plano tertio ecliptica ipsa accepta fuit. 
Ceterum quoties tum /?, tum B , tum B" = 0 , omnes istae expressiones, 
prima excepta, multo simpliciores fiunt; singulae scilicet a secunda usque ad de- 
cimam binis partibus conflatae erunt, ab undecima autem usque ad uudevigesimam 
unico termino constabunt. 

1 14. 

Multiplicando aequationem [l.] per sina "tangi?" — sin //tang 6", aequa- 
tionem [2.] per cosZTtongC" — cos a "tangi?", aequationem [3.] per su»(i<' — o"), 
addendoque producta, prodit 

[4.] 0 = w {(0.2.11)8 + (0.2. II) ii}— «'|(l.2.1I)3'-(-(I.2.II)i)'} 

similique modo, vel commodius per solam locorum inter se permutationem 

[5.] 0 = *{(u. 1. 1)8 + (0.1.1) i>) + »*((2. 1.1) 8"+(II.l.l)Z>"[ 

[5.] 0 = «’j(l.0.O)8’+(I.0.O)i>} — w"{( 2.0.O)3"+(II.0.O)Zr} 

Quodsi itaque ratio quantitatuui », n datn est, adiumento aequationis 4. ex 8 
determinare licebit 8 , vel 8 ex 8 ’; similiterque de aequationibus 5. 6. E com- 
binatione aequationum 4. 5. 6. oritur haec 

r . •, (o. a. ii)t + eo. 8. ii)/> v (i.0.o)V+q.».o )/?- v (t.i.iir-Kn.i.m» _ _ 

l/d (o.i.I)»+(0. 1.1)0 A (I.*.1I)»'+(1.J.IT)0’ A (».«.0)»"+ (II. o.O)D’ — *> 

per quam e duabus distantiis corporis coelestis a terra determinare licet tertiam. 
Ostendi potest autem, hanc aequationem 7. lieri identicam, adeoque ad determi- 
l lationem unius distantiae e duabus reliquis ineptam, quoties fuerit 

tang 8 tangg siu (L' — L) sin (L — a) -{- tang/? tang/fsin (a" — a’)'sin ( L — a) 

-}- tang8 'tangS sin (L — L") sin ( L — «") — (— tang//tang/? sin (a — a") sin (L — a) 
timg 8 tangCsui (L — L) sin [L’ — a) -f- tang/? tang/?sin (a — a) sin(Z/ — a”) 

— tang 6’tai lg/Tsin (o ' — L) sin (L — a) — tang //tang 6”sin (L" — d) sin (L — a) 

— tang 8"tang/? sin (a — L") sin(L — a) — tang/?"tang6 sin ( L — a") sin {L — a') 

— tang6 tang/?'sin (a’ — L) sin (L" — a") — tang/? tang8’sin(Z/ — a) sin (L" — a") 

Ab hoc incommodo libera est formula sequens, exaequationibus 1. 2. 3. 
facile demanans: 
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[8.] (0. 1.2)«8'3"+(O.1.2)Do’6"+(0.I.J)Z)'48"+(0. 1.11) £>"M' 

-f- (0. 1.II) D'D"l (O. 1.1I)/)/)"6’+(O.I.2)/)/)o '+(O. l.II)/)7)D"=0. 

Multiplicando aequationem 1. per »inatang8' — sina tangC', aequatio- 
nem 2. per cosatangfi' — cosatangS", aequationem 3. per sin(a" — a'), ad- 
denti oquc producta, protlit 

[ 9 .] 0 = «{{0. 1.2)8 + ( 0 . 1.2)/J|— n'(I.1.2)Z)'+n“(II.1.2)Zr 

,et perinde 

[ 10 .] 0 = n(0.O. i)D — »'j(O.1.2)3'-)-(0.I.2)U'j -f- n”(0.II. 2) D' 

[11.] 0 = n(0. l.O)D — n'(0. 1.1) D -\- n”j (0. 1. 2)3"-)- (0. 1 . II) Z>" J 

Adiumento harum aequationum e ratione inter quantitates n, n n cognita eruere 
licebit distantias 8, o, o”. Sed haeece conclusio generaliter tantum loquendo 
valet, exceptionem que patitur, quoties fit (0.1.2) = 0. Ostendi enim potest, in 
hocce casu ex aequationibus 9 . 10. 11 . nihil aliud sequi, nisi relationem neces- 
sariam inter quantitates n, n', n", et quidem e singulis tribus eandem. Restrictio- 
nes analogae circa aequationes 4. 5. 6. lectori perito sponte se offerent. 

Ceterum omnes conclusiones hic evolutae nullius sunt usus, quoties planum 
orbitae cum ecliptica coincidit. Si enim 6 , 6 , 6 ", B, B ET omnes sunt = 0, 
aequatio 3. identica est, ac proin omnes quoque sequentes. 


Digitized by Google 



LIBER SECUNDUS 

INVESTIGATIO ORBITARUM CORPORUM COELESTIUM 
EX OBSERVATIONIBUS GEOCENTRICI8 


SECTIO PRIMA 

Determinatio orbitae e tribus observationibus completis. 

1 15. 

Ad determinationem completam motus corporis coelestis in orbita sua re- 
quiruntur elementa septeni , quorum autem numerus uno minor evadit, si corporis 
massa vel cognita est vel negligitur; haec licentia vix evitari poterit in determi- 
natione orbitae penitus adhuc incognitae, ubi omnes quantitates ordinis pertur- 
bationum tantisper seponere oportet, donec massae a quibus pendent aliunde in- 
notuerint Quamobrem in disquisitione praesente massa corporis neglecta elemen- 
torum numerum ad sex reducimus, patctque adeo, ad determinationem orbitae 
incognitae totidem quantitates ab elementis pendentes ab iuviceiu vero indepen- 
dentes requiri. Quae quantitates nequeunt esse nisi loca corporis coelestis e terra 
observata, quae singula quum bina data subministrent, puta longitudinem et la- 
titudinem, vel ascensionem rectam et declinationem, simplicissimum utique erit, 
tria loca geocentrica adoptare, quae generaliter loquendo sex elementis incognitis 
determinandis sufficient. Hoc problema tamquam gravissimum huius operis spe- 
ctandum erit, summaque ideo cura in hac Sectione pertractabitur. 

Verum enim vero in casu speciali, ubi planum orbitae cum ecliptica coin- 
cidit, adeoque omnes latitudines tum heliocentricae tum geocentricae natura sua 
evanescunt, tres latitudines geocentricas evanescentes haud amplius considerare 
licet tamquam tria data ab invicem indepeudentia: tunc igitur problema istud in- 
determinatum maneret, tribusque locis geocentricis per orbitas infinite multas , 
o. th. m. 19. 

' * 

r* * 

. . . / • • 


Digitized fey Google 


146 


LIBER II. SECTIO L 


satisfieri posset. In tali itaque casu necessario quatuor longitudines geocentricas 
datas esse oportet, ut quatuor elementa incognita reliqua (excidentibus inclina- 
tione orbitae et longitudine nodi) determinare liceat. Etiamsi vero per principium 
indiscernibilium haud cxpcctandum sit, talem casurn iu rerum natura umquam 
se oblaturum esse, tamen facile praesuuntur, problema, quod in orbita cum plano 
eclipticae omnino coincedente absolute indeterminatum fit, in orbitis perparum 
ad eclipticam inclinatis propter observationum praecisionem limitatam tantum 
non indeterminatum manere debere, ubi vel levissimi observationum errores in- 
cognitarum determinationem penitus turbare valent. Quamobrem ut huic quoque 
casui consulamus, alia sex data eligere oportebit: ad quem finem in Sectione se- 
cunda orbitam incognitam e quatuor observationibus determinare docebimus, qua- 
rum duae quidem completae sitrt, duae reliquae autem incompletae, latitudinibus 
vel declinationibus deficientibus. 

Denique quum omnes observationes nostrae propter instrumentorum sen- 
suumque imperfectionem non sint nisi approximationes ad veritatem, orbita, sex 
tantum datis absolute necessariis superstructa, erroribus considerabilibns adhuc 
obnoxia esse poterit Quos ut quantum quidem lieet extenuemus, sumtnamqae adeo 
praecisionem possibilem attingamus, via alia non dabitur, nisi ut observationes 
perfectissimas quam plurimas congeramus, elementaque ita perpoliamus, ut non 
quidem his vel illis praecisione absoluta satisfaciant, sed cum cunctis quam optimo 
conspirent Quonam pacto talem consensum, si nullibi absolutum tamen ubique 
quam arctissimum, secundum principia calculi probabilitatis obtinere liceat, in 
Sectione tertia ostendemus. 

Hoc itaque modo deternunatio orbitarum, quatenus corpora (‘nelestia se- 
cundum leges Repleri in ipsis moventur, ad omnem quae desiderari potest per* 
feetionem evecta erit. Ultimam quidem expolitionem tunc demum suscipere li- 
cebit, ubi etiam perturbationes, quas planetae reliqui motui inducunt, ad calcu- 
lum erunt revocatae: quarum rationem quomodo habere oporteat, quantum qui- 
dem ad institutum nostrum pertinere videbitur, in Sectione quarta breviter indi- 
cabimus. 


116 . 

Antequam determinatio alicuius orbitae ex observationibus geocentricis sus- 
cipitur, his quaedam reductiones applicandae erunt, propter nutationem, prae- 
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cessionem , parallaxin et aberrationem, siquidem summa praecisio requiritur: in 
crassiori enim calculo has minutias negligere licebit. 

1’lauetarum et cometarum observationes vulgo expressae proferuntur per 
ascensiones rectas et declinationes apparentes, i. e. ad situm aequatnris apparen- 
tem relatas. Qui situs quum propter natationem et praecessionem variabilis adeo- 
que pro diversis observationibus diversus sit, ante omnia loco plani variabilis pla- 
num aliquod fixum introducere conveniet, ad quem finem vel aequator situ suo 
medio pro aliqua epocha, vol ecliptica adoptari poterit: plaimm posteritis plerum- 
que adhiberi solet, sed prius quoque commodis peculiaribus haud spernendis se 
commendat. 

Quoties itaque planum aequatoris eligere placuit, ante omnia observatio- 
nes n litatione purgandae, ac dein adhibita praecessione ad epocham quamdam ar- 
bitrariam reduoendae siuit: haec operatio prorsus convenit cum ea, per quam e 
loco stellae fixae observato eiusdem positio media pro opocfaa data derivatur, adeo- 
que explicatione hic non indiget Sin vero pinuum eclipticae adoptare constitu- 
tum est, duplex methodus patebit: scilicet vel ex ascensionibus rectis et declina- 
tionibus ob natationem et praecessionem correctis deduci poterunt longitudines et 
latitudines adiumento obliquitatis mediae, unde longitudines iam ad aequinoctium 
mediam relatae prodibunt; vel commodius ex ascensionibus nectis et declinatio- 
nibus apparentibus adiumento obliquitatis apparentis computabuntur longitudines 
et latitudines, ac dein illae a nutntionc et praecessione purgabuntur. 

Loci terrae singulis observationibus respondentes per tabulas solares com- 
putantur, manifesto autem ad idem planum referendi erunt, ad quod -observatio- 
nes corporis coelestis relatae sunt. Quamobrem iu -computo longitudinis Salis 
negligetur nutatio; deiu vero haec longitudo adhibita praecessione ad epookam 
fixam reducetur, atque ISO gradibus augebitur; latitudini Solis, siquidem eius 
rationem habere operae pretium videtur, signum oppositum tribuetur: sic positio 
terrae heliocentrica habebitur, quam, si aequator pro plano fundamentali electus 
est, adiumento obliquitatis mediae in ascensionem rectam et declinationum trans- 
formare licebit. 

117 . 

Positio terrae hoc modo c tabulis «amputata ad terrae centrum referenda 
-est, locus observatas astem corporis coelestis ad punctum in terrae superficie spe- 

19 * 
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ctat: huic dissensui tribus modis remedium afferre licet. Potest scilicet vel ob- 
servatio ad centrum terrae reduci, sive a paralias i liberari ; vel locus heliocentri- 
cus terrae ad locum ipsum observationis reduci, quod efficitur, si loco Solis e ta- 
bulis computato parallaxis rite applicatur; vel denique utraque positio ad pun- 
ctum aliquod tertium transferri, quod commodissime in iutersectione radii visus 
cum plano eclipticae assumitur: observatio ipsa tunc immutata manet, reductio- 
nemque loci terrae ad hoc punctum in art. 72. docuimus. Methodus prima ad- 
hiberi nequit, nisi corporis coelestis distantia a terra proxime saltem nota fuerit: 
tunc autem satis commoda est, praesertim quoties observatio in ipso meridiano in- 
stituta est, ubi sola declinatio parallaxi afficitur. Ceterum praestabit, hanc re- 
ductionem loco observato immediate applicare, antequam transformationes art. 
praec, adeantur. Si vero distantia a terra penitus adhuc incognita est, ad metho- 
dum secundam vel tertiam confugiendum est, et quidem illa in usum vocabitur, 
quoties aequator pro plano fundamentali accipitur, tertia autem praeferetur, quo- 
ties omnes positiones ad eclipticam referre placuit 

118. 

8i corporis coelestis distantia a terra alicui observationi respondens proxime 
iam nota est, hanc ab effectu abeiralionis liberare licet pluribus modis, qui me- 
thodis diversis in art 71. traditis innituntur. Sit t tempus verum observationis; 
6 intervallum temporis, intra quod lumen a corpore coelesti ad terram descendit, 
quod prodit ducendo 493* in distantiam; l locus observatus, l' idem locus adiu- 
mento motus geocentrici diurni ad tempus <-(-6 reductus; 1" locus l ab ea aber- 
rationis parte purgatus, quae planetis cum fixis communis est; L locus terrae 
verus tempori t respondens (L e. tabularis 20”25 auctus); denique L locus ter- 
rae verus tempori t — 6 respondens. His ita factis erit 

I. 1 locus verus corporis coelestis ex 'L visus tempore t — 8 

II. V locus verus corporis coelestis ex L visus tempore t 

111. I’ locus verus corporis coelestis ex L visus tempore t — 8 

Per methodum I. itaque locus observatus immutatus retinetur, pro tempore vero 
autem fictum t — 0 substituitur, loco terrae pro eodem computato; methodus II. 
soli observationi mutationem applicat, quae autem praeter distantiam insuper mo- 
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tum diurnum requirit; in methodo III. observatio correctionem patitur a distantia 
non pendentem, pro tempore vero fictum t — 6 substituitur, sed retento loco ter- 
rae tempori vero respondente. Ex bis methodis prima longe commodissima est, 
quoties distantia eatenus iam nota est, ut reductio temporis 6 praecisione suffi- 
ciente computari possit, 

Quodsi autem haec distantia penitus adhuc incognita est, nulla harum me- 
thodorum immediate applicari potest: in prima scilicet habetur quidem corporis 
coelestis locus geocentricus, sed desideratur tempus et positio terrae a distantia in- 
cognita pendentia: in secunda e contrario adsnnt haec, deest ille; deniqne in ter- 
tia habetur locus geocentricus corporis coelestis atque positio terrae, sed tempus 
deesf cum illis datis iungendum. 

Quid faciendum est itaque in problemate nostro, si in tali casu solutio re- 
spectu aberrationis quoque exacta postulatur? Simplicissimum utique est, orbi- 
tam primo neglecta aberratione determinare, quae quum elfectum considerabilem 
numquam producere possit, distantiae liinc ea certe praecisione demanabunt, ut 
iam observationes per aliquam methodorum modo expositarum ab aberratione 
purgare, orbitaeque determinationem accuratius iterare liceat Iam in hocoe 
negotio methodus tertia ceteris longe praeferenda erit: in methodo enim prima 
omnes operationes a positione terrae pendentes ab ovo rursus inchoandae sunt: in 
secunda (quae ne applicabitis quidem est, nisi tanta observationum copia adsit, 
ut motus diurnus inde clici possit) omnes operationes a loco geocentrico corporis 
coelestis pendentes denuo instituere oportet: contra in tertia (siquidem iam cal- 
culus primus superstructus fuerat locis geocentricis ab aberratione fixarum pur- 
gatis) omnes operationes praeliminares a positione terrae et loco geocentrico cor- 
poris coelestis pendentes, in computo novo invariatae retineri poterunt. Quin 
adeo hoc modo primo statim calculo aberrationem complecti licebit; si methodus 
ad determiuationem orbitae adhibita ita comparata est, ut valores distantiarum 
prodeant prius, quam tempora correcta in calculum introducere opus fuerit. Tunc 
aberrationis quidem caussa calculus duplex haud necessarius erit, uti in tractatione 
ampliori problematis nostri clarius apparebit. 

119 . 

Haud difficile esset, e nexu iuter problematis nostri data’atque incognitas, 
eius statum ad aex aequationes reducere, vel adeo ad pauciores, quum unam 
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alteramve incognitam nati» commode eliminare liceret: sed quoniam nexus ille 
oomp I icatissi mus est, hae aequationes maxime intractabilis evaderent; incognita- 
rum separatio talis, ut tiuidem aequatio uuicutn tantummodo continens prodeat, 
generaliter loquendo*) pro impossibili haberi potest, multoque adeo minus pro- 
blematis solutionem integram per solas operationes directas absolvere licebit 

Bed ad duarum aequationum solutionem X = 6, Y = e, in quibas duae 
tantum incognitae *, y intermixtae remanserunt, utique reducere licet problema 
nostram, et quidem variis modis, JLimid equidem necasse est, ut -x, y sint duo 
ex elementis ipsis: esae poterant quantitates qualioutique modo cum etemeivtis con- 
nexae, si modo illis inventas elementa inde commode derivare licet Praeterea 
manifesto liaud opus est, ut X, Y per functiones explicatas ipsarum *, ff ex- 
hibeantur : sufficit, si cum illis per systema aequationum ita iunotae sunt, ut a 
valoribu» datis ipsarum x, y ad valeres respondente» ipearain X, Y descendere 
in potestate sit 


12A. 

Quoniam itaque problematis natum reductionem ulteriorem non permittit, 
quam ad duas aequationes, duas incognitas murti nt implicantes, rei suuima primo 
quidem in idonea haram incognitarum Meatione aequationum que adamatione ver- 
sabitur, ut tum X et Y [quam simplicissime ab x, y pendeaut, tum ex haram 
vaJoribus inventis elementa ipsa quam commodissime demanent: dein vero cir- 
cumspiciendum erit, quo pacte mcognitarum valores aequationibus satisfacientes 
per operationes non nimis operosas eruere liceat. Quod si coccis quasi tentamini- 
bus tantum efficiendum umet, ingens sane ac vix tolerandus labor requireretur 
qualem fere nihilominus saepius susceperunt ostronomi, qui cometaruni orbitas 
par methodmu quam indirectam vocant determinaverant: magnopere utique in 
udi negotio labor sublevatur eo, quod in tentaminibus prunis calculi craasioree 
sufficiunt, donec ad valime» approximato» incognitarum perventum fuerit. Quam- 
primum vero determinatio approximata iam habetur, reui totis semper expedithj- 
que methodis ad finem perducere licebit, quas antequam ultorius progrediamur 
hic explicavisse iuvabit. 


•) Quoties observatione» ab invicem tam parum remotao sunt, ut temporum intervalla tamquam 
quantitates infinite parvas tractare liceat, huiusinod i separatio utique succedit, totumque problema ad §olu- 

uunna aeqaabuDis alget) micae septbrn uetawive gradu» ra ducitur 


. Digitized by Google 


DETERMINATIO ORBITAE E TRIWH OSSKRY ATIOMBUB COMPLETIS. 


131 


Aequationibus X— 0, Y = 0, si pro x, y valores veri ipsi accipiuntur, 
ex asse sponte satisfiet; contra si pro ac , y valores a veris diversi substituuntur, 
X et Y inde valores a 0 diversos nauciscentur. Quo propius vero illi ad veros 
accedunt, eo minores quoque valores ipsarum A', Y emergere debebunt, quoties- 
que illarum differentiae a veris perexiguae sunt, suppouere licebit, variationes in 
valoribua ipsarum X, Y proxime proportionales esse variationi ipsius ac, si y, 
vel variationi ipsius y , ii x non mutetur. Quodsi itaque valores veri ipsarum 
*, y resp. designantur par 5, tj, valores ipsarum X . , Y suppositioni x = c -f- X, 
respondentes per formam IA' = «X-f- 8 p, ^ exhibebun- 

tur, ita ut eoefficientes a, 6, f, 3 pro constantibus haberi queant, dum X et p 
perexiguae manent. Hinc concluditur, ai pro tribus systematibus valoruiu ipsa- 
rum x,y, averis parum diversorum, valores respondentes ipsarum X, Y determi- 
nati sint, valores veros ipsarum x, y iude derivari posse, quatenus quidem suppo- 
sitionem istam admittere licet Statuamus 


pro x — a, y = b fieri 
x = a, y = b 
x — a, y — b" 


X = A, Y — B 
X — A', Y = 1! 
X = A\ Y = ir 


habebim usque 


A = a(a— E) + 6(ft— ij), B = T ( a — E) + 8(6 — jj) 

A' = a(d — !) + «(&'— q), B — T(«'— 5)-f-S(6'— ij) 
A" = a(a"— 5) + 8(6"— tj), lf == T (a" — E) + 8(6"— tj) 


Hinc fit, eliminatis a, jl, f, 6 

e a(A'B*-A"B’) + »'(A“B— AB") + a"(AB' -A'B) 

4 — jHW — XA+IBb — AM* + AJB' — A' B 

— A"B '} + b\A“B — AJ3")A~bP(AB' — A'B) 

T ' A'B " — A’’B' + A' , B - AB" + AB r — A^ 

sive in forma ad calculum commodiori 

► . {a'-a)(A"B- AB”) +{a“—a)(AB'—A'B) 

s — a -f- A « B Trr Xir+^B —AB* +AB r ^2 , B 

_ 1 . i &—b)(A“B—AB") + (V-b){AB' — A'B) 

T i 0 ~T jjp A”B — AB" + AB' -A'B 

Manifesto quoque in his formulis quantitates a, b , A , B, cum a', 6, A, B , 
vel cum his a”, b", A ", B" permutare licet 
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Ceteram denominator communis omnium harum expressionum, quem edam 
sub formam (A' — A)(B“ — B) — {A" — A){B' — B) ponere licet, fit 

= (a fi — 6 T ) { (a ' o) (b’— b)—(a—a) ( b >'— b ) } : 

unde patet, a, a , a", b , b', b" ita accipi debere, ut non fiat * 

alioquin enim haec methodus haud applicahilis esset, sed pro i et r, valores 
fractos suggereret, quorum numeratores et deiioniiuatores simul evanescerent. 
Simul hinc manifestum est, si forte fiat a fi — 6f = 0, eundem defectum me- 
thodi usum omnino destruere, quomodocunque a, a ' , a", b, b', b' accipian- 
tur. In tali casu pro valoribus ipsius X formam talem supponere opponeret 

similemque pro valoribus ipsius 1', quo facto 
antilysis methodos praecedenti analogas suppeditaret, e valoribus ipsarum X, Y 
pro qua tuor systematibus valorum ipsarum x, y computatis harum valores ve- 
ros eruendi. Hoc vero modo calculus permolestus evaderet, praetcreaque ostendi 
potest, in tali casu orbitae determinationem praecisionem necessariam per ipsius 
rei naturam non admittere: quod incommodum quum aliter evitari nequeat, nisi 
novis observationibus magis idoneis adscitis, huic argumento hic non immoramur. 

121 . 

Quoties itaque incognitarum valores approximati iam in potestate sunt, 
veri inde per methodum modo explicatam omni quae desideratur praecisione de- 
rivari possunt. Primo scilicet computabuntur valores ipsarum X, Y istis valo- 
ribus approximatis (a, b) respondentes: qui nisi sponte iam evanescunt, calculus 
duobus aliis valoribus ab illis parum diversis (a', b) repetetur, ac dein tertio 
systemate o", b', nisi fortuito ex secundo X et Y evanuerunt. Tunc per for- 
mulas art. praec. valores veri elicientur, quatenus suppositio, cui illae formulae 
innituntur, a veritate haud sensibiliter discrepat. De qua re quo melius iudicium 
ferri possit, calculus valorum ipsarum X , Y cum illis valoribus correctis repe- 
tetur: qui si aequationibus X — 0, Y — 0 nondum satisfieri monstrat, certe 
valores multo minores ipsarum A', Y inde prodibunt, quam per tres priores 
bypotheses, adeoque elementa orbitae hinc resultautia longe exactiora erunt, 
quam ea, quae primis hypothesibus respondent. Quibus si acquiescere nolumus, 
consultissimum erit, omissa ea hypotbesi quae maximas differentias produxerat, 
duas reliquas cum quarta denuo iungere, atque sic ad normam art. praec. quintum 
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systema valorum ipsarum z 1 y formare: eodemque modo, ubi operae pretium 
videbitur, ad hypothesin sextam etc. progredi licebit, donec aequationibus X= 0 , 
Y = 0 tam exacte satisfactum fuerit, quam tabulae logarithmicae et trigonome- 
tricae permittunt. Rarissime tamen opus erit, ultra systema quartum progredi, 
nisi hypotheses primae nimis adhuc a veritate aberrantes suppositae fuerint. 

122 . 

Quum incognitarum valores in hypothesi secunda et tertia supponendi quo- 
dammodo arbitrarii sint, si modo ab hypothesi prima non nimis differant, prae- 
tereaque caveatur, ne ratio (o“ — a): (A” — b) ad aequalitatem huius (a' — <*):(& — h) 
convergat, plerumque statui solet a' = o, b — b. Duplex liinc lucrum de- 
rivatur: namque non solum formulae pro £, r ( paullo adhuc simpliciores eva- 
dunt, sed pars quoque calculi primi eadem manebit in hypothesi secunda, aliaque 
pars in tertin. 

Est tamen casus, ubi aliae rationes ab hac consuetudine discedere suadent: 
fingamus enim, X habere formam X' — z, atque Y hanc Y' — y, functionesque 
X\ Y' per problematis naturam ita comparatas esse, ut erroribus mediocribus 
in valoribus ipsarum z, y commissis perparum afficiantur, sive ut ( | | J * j> 

(a!- )’ f!iy ) a * ut quantitates perexiguae, patetque, differentias inter valores istarum 
functionum systemati x = E, y = r ( respondentes, eosque qui ex z — a, y — b 
prodeunt, ad ordinem quasi altiorem referri posse, quam differentias 5 — a, r t — b 
at valores illi sunt X — ;, F’= r ( , hi vero A == n -f- A, Y' = b -j- Ji, unde 
sequitur, a -f- A, b -f- B esse valores multo exactiores ipsarum x, y, quam o, b. 
Quibus si hvpothesis secunda superstruitur, persaepe aequationibus JT= 0, F=0 
tam exacte iam satisfit, ut ulterius progredi haud opus sit; sin secus, eodem modo 
ex hypothesi secunda tertia formabitur faciendo a = d -f- A' = a -(- A -f- A ' , 
b" = h'-\- B' — b-\- B B’ , unde tandem, si nondum satis praecisa reperitur, 
quarta ad normam art. 120 . elicietur. 


123 . 

In praec. supposuimus, valores approximatos incognitarum x, y alicunde 
iam haberi. Quoties quidem totius orbitae dimensiones approximatac in pote- 
state sunt (ex aliis forte observationibus per calculos anteriores deductae iamque 
per novas corrigendae), conditioni iili absque difficultate satisfieri poterit, quam- 
o. TII. m. 20 
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cunque significationem incognitis tribuamus. Contra in determinatione prima 
orbitae penitus adhuc ignotae (quae eat problema longe difficillimum) noutiquam 
indiffereus est, quasnam incognitas adhibeamus; arte potius talique modo eligen- 
dae sunt, ut Yalores approximatos ex ipsius problematis natura haurire liceat. 
Quod exoptatissime succedit, quoties tres observationes ad orbitae investigationem 
adhibitae motum heliocentricum corporis coelestis non nimis magnum comple- 
ctuntur. Huiusmodi itaque observationes ad determinationem primam semper ad- 
bibendae sunt, quam dein per observationes magis ab invicem remotas ad lubituin 
corrigere conveniet. Nullo enim negotio perspicitur, observationum errores in- 
evitabiles calculum eo magis turbare, quo propiores observationes adhibeantur. 
Hiuc colligitur, observationes ad determinationem primam haud temere eligendas, 
sed cavendum esse, primo ne sint nimis sibi invicem vicinae , dein vero etiam ne 
nimis ab invioem distent: iu primo enim casu calculus elementorum observationi- 
bus satisfacientium expeditissime quidem absolveretur, sed bis elementis ipsis 
parum fidendum foret, quinimo erroribus tam enormiter depravata evadere pos- 
sent, ut ne approximationis quidem vice fungi valerent; in casu altero vero arti- 
ficiis, quibus ad determinationem approxima tam incognitarum utendum est, de- 
stitueremur, neque inde nliam derivaremus, nisi vel crassissimam ubi hypothesea 
multo plures, vel omnino ineptam, ubi tentamina fastidiosissima haud evitare 
liceret. Sed de hisce methodi limitibus scite iudiearo melius per usum frequentem 
quam per prae-cepta ediscitur: exempla infra tradenda ostendent, ex observationi- 
bus Iunouis 22 tautuin diebus ab invicem dissitis motumque heliocentricum 
7" 3 5' complectentibus elementa multa iam praecisione gaudentia derivari, ac 
vicissitn, methodum nostrain optimo etiamnum successu ad observationes Cereris 
applicari, quae 260 diebus ab invicem distant, motumque heliocentricum 62’55' 
includunt, quatnorque hypothesibus seu potius approximationibus successivis ad- 
bibitis elementa optime cum observationibus conspirantia producere. 

124. 

Progredimur iam ad enumerationem methodorum maxime idonearum prin- 
cipiis praecedentibus innixarum, quarum quidem praecipua momenta in libro 
primo exposita sunt, atque hic tantum instituto nostro accommodari debent. 

Methodus simplicissima esse videtur, si pro z, i/ distantiae corporis coe- 
lestis a terra iu duabus observationibus accipiantur, aut potius vel logarithmi 
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harum distantiarum vel logarithmi distandarum ad eclipticam sive aequatorem 
proiectamm. Hinc per art. 64, V. elicientur loca hclioCentrion et distantiae a 
Sole ad eadem loca pertinentia; hino porro per art. 1 to. sitUs plani orbitae atque 
longitudines hcliocentricae in ea ; hinc atque ex radiis [vectoribus temporibusque 
respondentibus per problema in artt. 85 . . . 105. copiose pertractatum cuncta 
reliqua elementa, per quae illas observationes exacte repraesentari manifestum est, 
quirunque valores ipsis », y tributi fuerint. Quodsi iam per haec elementa 
locus geocentricua pro tempore observationis tertiae computatur, huius cobsensus 
cum observato vel dissensus decidet, utrtim valores BUppositi veri fuerint, an ab 
iis discrepent; unde quum comparatio duplex derivetur, differentia Altera (in loii*- 
gitudine Vel ascensione recta) accipi poterit pro X, altetaque (iti latitudine Vel 
declinatione) pro Y. Nisi igitur valores harum differentiarum JT, Y sponte 
prodeunt t» o, valores veros ipsarum x, y per [methodum in art. 120 sqq. 
descriptam eruere licebit. Cetertim per sc arbitrarium est, a quibusnam trium 
observationum proficiscamur: plerumque tamen praestat, primam et postremam 
adoptare, casu speciali de quo statim dicemus excepto. 

Haccoe methodus plerisque post explicandis eo nomine praeferenda est, 
quod applicationem maxime generalem patitnr. Excipere oportet castim, ubi 
duae observationes extremae motum heliocefitrioum 180 vel 360 vel 540 etc. 
graduum complectuntur; tunc enim positio plani orbitae e duobus locis heliocem- 
tricis determinari nequit (att, 1 1 0.). Perinde methodum applicare haud conveniet, 
quoties motus heliocentricus inter duas observationes extremas perparum differt 
ab 180° vel 360° etc. quoniam ln hoc casu determinatio positionis orbitae aceti* 
rata obtineri nequit, sive potius, quoniam Variationes levissimae in caloribus stip* 
positis incognitarum tantas variationes in positione orbitae et proin etiam in Va- 
loribus ipsarum X, Y producerent, ut hac illis noli amplius proportionales cem- 
8eri possent. Verumtamen remedium hic praesto est; scilicet in tali casu non 
proficiscemur a duabus observationibus extremis, sed a prima et media, vel a 
media et ultima, adeoque pro X i Y, accipiemus differentias inter consputum et 
observationem ln loco tertio vel primo. Quodsi autem tum locus secandus a primo 
tum tertius a secundo propemodum 1 80 gradibus distarent, incommodum Illud hoc 
modo tollere tion liceret; sed praestat, huiusmodi observationes, e qttibtis per Cei 
naturam determinatio accurata situs orbitae erui omnino hequit, ad calculum ele* 
mentorum haud adhibere. 

20 * 
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Praeterea haec methodus eo quoque se commendat, quod nullo negotio 
aestimari potest, quantis variationes elementa patiantur, si manentibus locis ex- 
tremis medius paullulum mutetur: hoe itaque modo iudieium [ferri poterit quale- 
cunque de gradu praecisionis elementis inventis tribuendae. 

125. 

Levi mutatione applicata e methodo praecedente secundam eliciemus. A 
distantiis in duabus observationibus profecti, perinde ut in illa, cuncta elementa 
determinabimus; ex his vero non locum geocentricum pro observatione tertia 
computabimus, sed tantummodo usque ad locum helioceutricum in orbita progre- 
diemur; ex altera parte eundem locum helioceutricum per problema in art. 74. 75. 
tractatum e loco geocentrico observato atque situ plani orbitae derivabimus; hac 
duae determinationes inter se differentes (nisi forte valores veri ipsarum x, y 
suppositae fuerint), ipsas X, Y nobis suppeditabunt, accepta pro A" differentia 
inter duos valores longitudinis in orbita, atque pro Y differentia inter duos va- 
lores radii vectoris, aut potius logarithmi eius. Ilaecce methodus iisdem moni- 
tionibus obnoxia est, quas in art. praec. attigimus; adiunguro oportet aliam, scilicet, 
quod locus heliocentrieus in orbita e geocentrico deduci nequit, quoties locus terrae 
in alterutrum nodorum orbitae incidit; tunc itaque hanc methodum applicare non 
licet. Sed in eo quoque casu, ubi locus terrae ab alterutro nodorum perparum 
distat, hac methodo abstinere conveniet, quoniam suppositio, variationibus parvis 
ipsarum x, y respondere variationes proportionales ipsarum A', Y t nimis erronea 
evaderet, per rationem ci quam in art. praec. attigimus similem. Sed hic quoque 
remedium e permutatione loci medii eum aliquo extremorum, cui locus terrae a 
nodis magis remotus respondeat, petere licebit, nisi forte in omnibus tribus obser- 
vationibus terra in nodorum viciniis versata fuerit. 

126. 

Methodus praecedens ad tertiam illico sternit viam. Determinentur, per- 
iude ut ante, e distantiis corporis coelestis a terra in observationibus extremis 
longitudines respondentes in orbita eum radiis vectoribus. Adiumeuto positionis 
plani orbitae, quam hic calculus suppeditaverit, eruatur ex observatione media 
longitudo in orbita atque radius vector. Tuuc autem computentur ex his tribus 
locis helioccntricis elementa reliqua per problema in art. 82. 83. tractatum, quae 
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operatio ab observationum temporibus iiidependeus erit. Hoc itaque modo inno- 
tescent tres anomaliae mediae atque motus diurnus, unde ipsa temporum intervalla 
inter observationem primam et secundam, atque inter secundam et tertiani com- 
putare licebit Horum differentiae ab intervallis veris pro X et V accipientur. 

Haec methodus minus idonea esset, quoties motus heliocentricus arcum exi- 
guum tantum complectitur. In tali enim casu ista orbitae determinatio (ut imu 
in art. 82 . monuimus) a quantitatibus tertii ordinis pendet, adeoque praecisionem 
sufficientem non admittit Variationes levissimae in valoribus ipsarum x, y 
producere possent variationes permagnas in elementis adeoque etiam in valoribus 
ipsarum X , Y neque has illis proportionales supponere liceret Quoties nutent 
tres loci motum heliocentricum cousiderabilein subtendunt, methodi usus utique 
succedet optime, siquidem exceptionibus in art praec. explicatis haud turbetur, 
ad quas manifesto iu hac quoque methodo respiciendum erit 

127. 

Postquam tres loci heliocentriei en quem in art praec. descripsimus modo 
eruti sunt, sequenti quoque modo procedi poterit Determinentur elementa reli- 
qua per problema in artt. 85 . . . 105. tractatum primo e loco primo et secundo 
cum intervallo temporis respondente, dein vero eodem modo e loco secundo et 
tertio temporisque intervallo respondento: ita pro singulis elementis duo valorea 
prodibunt, e quorum differentiis duas ad libitum pro X et Y accipere licebit 
Magnopere hanc methodum commendat commodum haud spernendum, quod iu 
hypothesibus primis elementa reliqua, praeter duo ea quae ad stabiliendum A' 
et Y eliguntur, omnino negligere licet, quae iu ultimo demum calculo, valoribus 
correctis ipsarum x, y superstructo, determinabuntur sive e sola combinatione 
prima, sive e sola secunda, sive quod plerumque praeferendum est e combinatione 
loci primi cum tertio. Ceterum electio illorum duorum elementorum, quae gene- 
raliter loquendo arbitraria est, magnam solutionum varietatem suppeditat; adop- 
tari poterunt e. g. logarithmus semiparametri cuin logaritlinio seminxis maioris, 
vel prior cum exceutricitate, vel cuin eadem posterior, vel cum aliquo horum ele- 
mentorum longitudo perihelil; combinari quoque poterit aliquod horum quatuor 
elementorum cum anomalia excentrioa loco medio iu utroque calculo respondente, 
siquidem orbita elliptica evaserit, ubi formulae 27 . . . 30. art. 96. calculum maxime 
expeditum alferent. Iu casibus specialibus autem haee electio quadam eircuui- 
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spectione indiget; ita e. g. in orbitis ad parabolae similitudinem vergentibus senii* 
axis maior a ipsiusve logaritlunus minus idonei forent, quippe quorum variatio* 
nes immodicae variationibus ipsarum x, y haud proportionales censeri possent: 
in tali casu magis e re esset eligere 1 . Sed his cautelis eo minus immoramur, 
quum methodus quinta in art seq. explicanda quatuor hactenus expositis in om- 
nibus fere casibus palmam praeripiat. 

128. 

Designemus tres radios vectores eodem modo erutos ut in art 125. 126. 
per r, r\ r' \ motum angularem heliocentricum in orbita a loco secundo ad ter- 
tium per 2/, a primo ad tertium per 2 f, a primo ad secuudum per 2 f, 
ita ut habeatur f — f f\ sit porro r'r"sin2/= », rr'm\lf sae n\ 
rr'sin2/“ = n"; denique producta quantitatis constantis k (art 2.) in temporis 
intervalla ab observatione secunda ad tertiam , a prima ad tertiam , a prima ad 
secundam resp. 8, 6', 8”. Incipiatur computus duplex elementorum (perinde ut 
in art praec.) tum ex r, r', f et 8", tum ex r', r' f, 8: in utroque vero cal- 
culo non ad elementa ipsa progredieris, sed subsistes, quamprimum quantitas ea, 
quae rationem sectoris elliptici ad triangulum exprimit, supraque (art 91.) per 
y vel — ¥ denotata est, eruta fuerit Sit valor huius quantitatis in calculo 
primo r)", in secundo r;. Habebimus itaque per formulam 18. art 95. pro 
semiparametro p valorem duplicem: 

\Jp = Sp-y atque \jp = 

Sed per art 82. habemus insuper valorem tertium 

4 rr'r"«inf sin/* «ia f 

P = r-v+i 1 ' 

qui tres valores manifesto identici esse deberent, ai pro z, y ab mirio valores 
veri accepti fuissent Quamobretn esse deberet 

r _ t ’«’ 

I r >i 

' i 4 H"rr'r”«i a /•«!»/•' «ia/ " »'*#' 

* * ' * ** i)tj ii»" r“ tmfeotf casf' 
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Nisi itaque his aequationibus iam in primo calculo sponte satisfit, statuere licebit 


7 = « — 


J t] f, "r r ’ r ® ens /ens / ' cmV” 


Haec methodus applicationem aeque generalem patitur, ac secunda in art. 
1 45. explicata, magnum vero lucrum est, quod in hacce quinta hypotheses primae 
evolutionem elementorum ipsorum non requirunt, sed in media quasi via sub- 
sistunt. Ceterum simulatque in hac operatione eo perventum est, ut praevideri 
possit, hypothesin novam a veritate haud sensibiliter discrepatunim esse, in hac 
elementa ipsa vel duntaxat ex r, r', f" 0 ’, vel ex r', r", f, 0, vel quod praestat 
er r, r", f\ 6’, determinare sufficiet. 


129. 

Quinque methodi hactenus expositae protinus ari totidem alias viam ster- 
nunt, quae ab illis eo tantum differunt, quod pro x et y loco distantiarum a terra, 
inclinatio orbitae atque longitudo nodi ascendentis accipiuntur. Hae igitur me- 
thodi novae ita se habent: 

I. Determinantur ex r et y duobusque locis geocentricis extremis se- 
cundum art. 74. 75. longitudines heliocentricae in orbita radiique vectores, atque 
hinc et ex temporibus respondentibus omnia reliqua elementa; ex his denique 
locus geocentricus pro tempore observationis mediae, cuius differentiae a loco ob- 
servato in longitudine et latitudine ipsas X et F suppeditabunt. 

Quatuor reliquae methodi in eo conveniunt, quod e positione plani orbitao 
locisquo geocentricis omnes tres longitudines heliocentricae in orbita radiique vec- 
tores respondentes computantur. Dein autem 

n. elementa reliqua determinantur e duobus locis extremis tantum atque 
temporibus respondentibus; secundum haec elementa calculantur pro tempore ob- 
servationis mediae longitudo in orbita atque radius vector, quarum quantitatum 
differentiae a valoribus prius inventis, i. e. e loco geocentrico deductis, ipsas X, 
Y exhibebunt. 

III. Aut derivantur orbitae dimensiones reliquae ex omnibus tribus locis 
heliocentricis (urtt 82. 83.), in quem calculum tempora non ingrediuntur: dein 
temporum intervalla eruuntur, qime in orbita ita inventa inter observationem pri- 
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mam et secundani, atque inter hanc et tertiani elapsa esse deberent, et quorum 
differentiae a veris ipsas X, Y nobis snggerent. 

IV. Calculantur elementa reliqua duplici modo, puta tum e combinatione 
loci primi cum secundo, tum e combinatione secundi cum tertio, adhibitis tem- 
porum intervallis respondentibus. Comparatis hisce duobus elementorum syste- 
matibus inter se, e differentiis duae quaecuuque pro -Y, Y accipi poterunt. 

V. Sive denique idem calculus duplex tantummodo usque ad valores quan- 
titatis m art. 91. Iper i/ denotatae producitur, ac dein pro X , Y expressiones 
in art. praec. traditae adoptantur. 

Ut quatuor ultimis harum methodorum tuto uti liceat, loci terrae pro om- 
nibus tribus observationibus orbitae nodis non nimis vicini esse debent: contra 
nsus methodi primae tantummodo requirit, ut eadem conditio in duabus obser- 
vationibus extremis locum habeat, sive potius (quoniam locum medium pro ali- 
quo extremorum substituere licet), ut e tribus locis terrae non plures quam unus 
in nodorum viciniis versentur. 

130. 

Decem methodi inde ah art. 124. explicatae innituntur suppositioni, va- 
lores approximatos distantiarum corporis coelestis a terra, aut positionis plani or- 
bitae, iam in potestate esse. Quoties quidem id agitur, ut dimensiones orbitae, 
quarum valores approximati iam alicunde innotuerunt, puta per calculum ante- 
riorem observationibus aliis innixum, per observationes magis ab invicem remo- 
tas corrigantur, postulatum illud nullis manifesto difficultatibus obnoxium erit. 
Sed hinc nondum liquet, quonuin modo calculum primum aggredi liceat, ubi om- 
nes orbitae dimensiones penitus adhuc incognitae sunt; hic vero problematis no- 
stri casus longe gravissimus atque difficillimus est, uti iam ex problemate analogo 
in theoria cometarum praesumi potest, quod quaindiu geometras torserit, quotque 
tentaminibus irritis originem dederit satis constat Ut problema nostrum recte 
solutum censeri possit, manifesto conditionibus sequentibus satisfieri oportet, si- 
quidem solutio ad instar normae inde ab art. 1 19. explicatae exhibetur: Primo 
quantitates x, y tali modo sunt eligendae, ut valores ipsarum approximatos ex 
ipsa problematis natura petere liceat, saltem, quamdiu corporis coelestis motus 
heliocentrieus intra observationes non nimis magnus est. Secundo autem requi- 
ritur, ut variationibus exiguis quantitatum z, y variationes non nimis magnae 
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in quantitatibus inde derivandis respondeant, ne errores in illarum valoribus sup- 
positis forte commissi impediant, quominus has quoque pro approximatis habere 
liceat. Denique tertio postulamus, ut operationes, per quas a quantitatibus x, y 
successive usque ad X, Y progrediendum est, non nimis prolixae evadant. 

Hae conditiones critcrium subministrabunt, secundum quod de cuiusvis me- 
thodi praestantia iudicium ferri poterit: adhuc evidentius quidem ea applicationi- 
bus frequentibus se manifestabit. Methodus ea, quam exponere iam accingimur, 
et quae quodammodo tamquam pars gravissima huius operis consideranda est, illis 
conditiouibus ita satisfacit, ut nihil amplius desiderandum relinquere videatur. 
Quam antequam in forma ad praxin commodissima explicare aggrediamur, quas- 
dam considerationes praeliminares praemittemus, aditurnque quasi ad illam, qui 
alias forsan obscurior minusque obvius videri possit, illustrabimus atque ape- 
riemus. » 


131. 

Iu art. 1 1 4. ostensum est, si ratio inter quantitates illic atque in art. 1 28. 
per n, n" denotatas cognita fuerit, corporis coelestis distantias a terra per 
formulas persimplices determinari posse. Quodsi itaque pro x, y assumerentur 
quotientes ,, ", pro his quantitatibus in eo casu, ubi motus helioceutricus 

inter observationes haud ita magnus est, statim valores approximari , , se 

offerrent (accipiendo characteres 0, 0', 6” in eadem significatione ut iu art. 128.): 
hinc itaque solutio obvia problematis nostri demanare videtur, si ex x et y di- 
stantiae duae a terra eliciantur, ac dein ad instar alicuius ex quinque methodis 
artt» 124 . . . 129. procedatur. Revera, acceptis quoque characteribus r ( , r i in 
significatione art. 128., designatoque analogice per r ( ' quotiente orto ex divisione 
sectoris inter duos radios vectores contenti per aream trianguli inter eosdem, erit 
", = » *< = , patetque facile, si n, n\ n" tamquam quantitates 

parvae primi ordinis spectentur, esse generaliter loquendo r ( — 1, r t ' — 1, r ," — 1 
quantitates secundi ordinis, adeoque valores ipsarum x , y approximatos ^ 
a veris differre tantummodo quantitatibus secundi ordinis. Nihilominus re pro- 
pius considerata methodus haecce omnino inepta invenitur, cuius phaenomeni 
rationem paucis explicabimus. Levi scilicet negotio perspicitur, quantitatem 
(0. 1. 2), per quam distantiae in formulis 9. 10. 11. art. 114. multiplicatae sunt, 
ad minimum tertii ordinis fieri, contra e. g. in aequ. 9. quantitates (O. 1. 2), 
o. th. M. 21 
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(I. 1. 2), (11. 1. 2) primi ordinis; hinc nutem facile sequitur, errorem secundi 
ordinis in valoribus quantitatum *, , commissum producere in valoribus di- 
stantiarum errorem ordinis 0. Quamobrem, secundum vulgarem loquendi usum, 
distantiae tunc quoque errore finito affectae prodirent, quando temporum inter- 
valla infinite parva sunt, adeoque neque has distantias neque reliquiis quantitates 
inde derivandas ne pro approximutis quidem habere liceret, methodusque condi- 
tioni secundae art. praec. adversaretur. 

132. 

Statuendo brevitatis gratia 

(0.1.2) = «, (0.1.2)/)' = — b, (0.O.2)/) = c, (0. II. 2) Z) = <Z, 

• ^ 

ita ut aequatio 10. art. 114. fiat a8' = b -(- c.", -f- d." n , , coCfficicntcs c et d 
quidem erunt primi ordinis, faeile vero ostendi potest, differentiam c — d ad 
secundum ordinem referendam esse. Hiuc vero sequitur, valorem quantitatis 
** ex suppositione approximato n:«" = 0:6’ prodeuntem errore quarti 

tantum ordinis affeetnm esse, quin adeo quinti tantum, quoties observatio media 
ab extremis aequalibus intervallis distat. Fit enim iste error 

_ <-8 + rf8'' ch + ,Ih" St V— eX»)"— >i! 

0 0 " ‘ « + «"“ (8 + 8 '')(», "8 + r, 8") 


ubi denominator secundi ordinis est, uumeratorisque factor altor 00 "(d — c) quarti, 
alter t, — tj secundi, vel in casu isto speciali tertii ordinis. Exhibita itaque 
aequatione illa in liacce forma 


«5’ = b- f- 


cn+dn" n + n” 
n + n" * n‘ 


manifestum est, vitium methodi in art. praec. propositae uou inde oriri, quod 
quantitates n, n hisce 0, 0 proportionales suppositae sunt, sed inde, quod 

statuta est Hoc quippe modo loco factoris 
= 1 introducitur, a quo verus 


insuper 

n+n" 


ipsi 


6’ 


valor minus exactus 


proportionalis 
8 f 8" 


= ‘ + 


2 y) r, r r r cos fmnf tn»f 


quantitate ordinis secundi discrepat (art 1 28.). 
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133 . 


Quum cosinus angulorum [perinde ut quantitates r t1 yj" ab uni- 


tate differentia secundi ordinis discrepent, patet, si pro — tjt- valor approximatus 
l -f- introducatur, ^errorem 'quarti [ordinis committi. Quodsi itaque loco 

aequationis art. 1 1 4. haecce adhibetur 


« S’ = ft-j- 


(T \ 1 + irr‘ 




in valorem distantiae S' redundabit error secundi ordinis, (piando observationes 
extremae a media aequidistant, vel primi ordinis in casibus reliquis. Sod haecce 
nova aequationis illius forma ad determinationem ipsius 8' haud idonea est, quia 
quantitates adhuc incognitas r, r' r" involvit. 

lam generaliter loquendo quantitates , -> ab unitate differentia primi 
ordinis distant, et perinde^tium productum V.,: in casu speciali saepius comme- 
morato facile perspicitur, hoc productum differentia secundi ordinis tantum ab 
unitate discrepare. Quin adeo quoties orbita ellipsis parum excentrica est, ita 
ut exeentrieitatem tamquam quantitatem primi ordinis spectare liceat, differentia 
', r f , ad ordinem uno gradu adhuc altiorem referri poterit. Manifestum est itaque, 
errorem illum eiusdem ordinis ut antea manere, si in aequatione nostra pro ■ ** *, „ 

» •• 2rrr 

substituatur — , unde nanciscitur formam serjuentein 


Continet quidem haec aequatio ertiamnum quantitatem incognitam r\ quam ta- 
men eliminari posse patet, quum tantummodo a 8' atque quantitatibus cognitis 
pendeat. Quodsi dein aequatio rite ordinaretur, ad octarum gradum ascenderet. 

134 . 

Ex praecedentibus iam ratio percipietur, cur in methodo nostra pro x, y 
resp. quantitates 

~ == P atque 2 ljr’ = Q 

accepturi simus. Patet enim primo , si P et Q tamquam cognitae spectentur, 
8 inde per aequationem 

aS' = + + jp») 


21 * 
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determinari posse, ac dein 8 et 8 peraequationes 4. 6. art. 114., quum ha- 
beatur 


iP = TTpI 1 + i?' 


= rfp(‘ + 


Q 

2 r ' 1 


Secunda manifestum est, in hypothesi prima pro quantitatibus 
valores exacte veri sunt 


ij r'r' 9 9" __ 

r* ’ r r " r t Tj^cus f cos f* cf' / 


Q, 


quarum 


statim obvios esse valores approximato* , 00 , ex qua hypothesi in determi- 
nationem ipsius 8 et proin etiam ipsarum 8, 8”, redundabunt errores primi or- 
dinis, vel secundi in casu speciali pluries commemorato. Ceterum etiamsi his 
conclusionibus, generaliter loquendo, tutissime fidendum sit, tamen in casu quo- 
dam speciali vim suam perdere possunt, scilicet quoties quantitas (0. 1. 2), quae 
in genere est ordinis tertii, fortuito fit = 0, vel tam parva, ut ad altiorcm ordi- 
nem referri debeat. Hoc evenit, quoties motus geoccntricus in sphaera coelesti 
prope locum medium punctum inflexionis sistit. Denique apparet, ut methodus 
nostra in usum vocari possit, necessario requiri, ut motus heliocentricus inter tres 
observationes non nimis magnus sit: sed haec restrictio, per problematis coinpli- 
catissimi naturam, nullo modo evitari potest, neque etiam pro incommodo habenda 
est, quoniam semper in votis erit, determinationem primani orbitae incognitae 
corporis coelestis novi quam primum licet suscipere. Praeterea restrictio illa 
sensu satis lato accipi potest, uti exempla infra tradenda ostendent. 


135. 

Disquisitiones praecedentes eum in finem allatae sunt, ut principia, quibus 
methodus nostra innititur, verusque eius quasi nervus eo clarius perspiciuntur: 
tractatio ipsa autem methodum in forma prorsus diversa exhibebit, quam post 
applicationes frequentissimas tamquam commodissimam inter plures alias a nobis 
ten tatas commendare possumus. Quum in determinanda orbita incognita e tribus 
observationibus totum negotium semper ad aliquot hypotheses, aut potius ap- 
proximationes successivas reducatur, pro luero eximio habendum erit, si calculum 
ita adornare successerit, ut iam ab initio operationes quam plurimas, quae non a 
P et Q sed unice a eombinatione quantitatum cognitarum pendeant, ab ipsis 
hypothesibus sepumre liceat. Tunc manifesto has operationes praeliminares, sin- 
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gulis hypothesibus communes, semel tantum exsequi oportet, hypothescsque ipsae 
ad operationes quam paucissimas reducuntur. Perinde maximi momenti erit, si 
in singulis hypothesibus usque ad ipsa elementa progredi haud opus fuerit, horum- 
que computum usque ad hypothesin postremam reservare liceat. Utroque re- 
spectu methodus nostra, quam exponere iam aggredimur, nihil desiderandum 
relinquere videtur. 


136 . 

Ante omnia tres locos heliocentricos terrae in spsaera coelesti A , A , A" 
(Fig. 4 .) cum tribus locis geocentricis respondentibus corporis coelestis B, B\ B“ 
per circulos maximos iungere, atque tum positionem horum circulorum maxi- 
morum respectu eclipticae (siquidem eclipticam pro plano fundamentali adop- 
tamus), tum situm punctorum B, B\ B" in ipsis computare oportet. Sint 
a, a', a” tres corporis coelestis longitudines geocentricae ; 6, 6 , 6 latitudines, 
l, I', 1 " longitudines heliocentricae terrae, cuius latitudines statuimus = 0 
(artt. 117 . 7 2.). Sint porro 7, 7, 7 , circulorum maximorum ab A, A ’, A“ 
resp. ad B, B\ B ductorum inclinationes ad eclipticam: quas inclinationes, ut 
in ipsarum determinatione normam fixam sequamur, perpetuo respectu eius eclip- 
ticae partis mensurabimus, quae a punctis A , A , A" secundum ordinem signo- 
rum sita est, ita ut ipsarum magnitudo a 0 usque ad 360 ° numeretur, sive quod 
eodem redit, in parte boreali a 0 usque ad 180 °, in australi a 0 usque, ad 
— 180°. Arcus AB, A'Jf, A"Tf, quos semper intra 0 et 180 ° statuere li- 
cebit, designamus per 8, 8', 8"; Ita pro determinatione ipsarum 7, 8 habemus 
formulas 


[>•] 

[ 2 -] 


tang7 = 
tango = 


Inngt 
sin (a — 0 
tnne (1 — i) 
ens 7 


quibus si placet ad calculi confirmationem adiici possunt sequentes: 


sin 8 = cos8 = cosficosia — h 

Pro determinandis 7', 6’, 7 ", 8”, manifesto formulae prorsus analogae habentur. 
Quodsi simul fuerit 6 = 0, a — l = 0 vel = 180 °, i. c. si corpus coeleste si- 
mul iu oppositione vel coniunetione atque in ecliptica fuerit, 7 fieret indetermi- 
nata: at supponemus, hunc casum in nulla trium observationum locum habere. 
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Si loco eclipticae aequator tamquam planum fundamentale adoptatam est, 
ad positionem trium circulorum maximorum respectu aequaturis determinandam 
praeter inclinationes insuper requirentur rectasoensioues intersectionum cum ae- 
quature: nec uon praeter distantias punctorum B, Ii', fi' ah his intersectionibus 
etiam distantias punctorum A , A, A , ab iisdem computare oportebit. Quae 
quum 'a problemate in art. 110. tractato pendeant, formularum evolutioni hic 
non immoramur. 

137 . 

Negotium secundum, erit determinatio situs relativi illorum trium circulo- 
rum maximorum inter se, qui pendebit a situ intersectionum mutunrum et ab in- 
clinationibus. Quae si absque ambiguitate ad notiones claras ac genenti es re- 
ducere cupimus, ita ut non opus sit pro singulis casibus diversis ad figuras pe- 
culiares recnrrere, quasdam dilucidationes praeliminares praemittere oportebit. 
Primo scilicet in quovis circulo maximo duae directiones oppositae aliquo modo 
distinguendae sunt, quod fiet, dum alteram tamquam progressivam seu positivam, ■ 
alteram tamquam retrogradam seu negativam consideramus. Quod quum per se 
prorsus arbitrarium sit, ut nonnam certam stabiliamus, semper directiones ab 
A, A , A versus Ii , B', Ii’ ceu positivas considerabimus; ita e. g. si inter- 
sectio circuli primi cym secundo per distantiam positivam a puncto A exhibetur, 
liaec capienda subintelligetur ab A versus B (ut /)” in figura nostra); si vero 
negativa esset, ipsam ab altera parte i jtsius A sumere oporteret» Secundo vero 
etiam duo hnemisphaeria, iu quae omnis circulus maximus sphaer&m integram 
dirimit, denominationibus idoneus distinguenda sunt: ct quidem hemisphaerium 
superius vocabimus, quod in superficie interiori sphaerae circulum maximum di- 
rectione progressiva permeanti ad dextram est, altcnim injerius. Plaga itaque 
superior analoga erit hemisphaerio boreali respectu eclipticae vel aequatoris, in- 
ferior australi. 

His rite intellectis, ambas duorum circulorum maximorum intersectiones 
commode ab invicem distinguere licebit: in una scilicet circulus primus e secundi 
regione inferiori in superiorem tendit, vel quod idem est secundus e primi regione 
superiore in inferiorem ; in altera intersectione opposita locum habent. Per se 
quidem prorsus arbitrarium est, quasnam intersectiones in problemate nostro 
eligere velitnus: sed ut hic quoque iuxta nonnam in variabilem procedamus, eaa 
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semper adoptabimus ( D, D, I) in Fig. 4 .), ubi resp. circulus tertius A B in 
secundi A li , tertius iu primi Ali , secundus in primi plagam superiorem transit. 
Ritus harum intersectionum determinabitur per ipsarum distantias a punctis A et 
A , A et A', A et A, quas simpliciter per AI), A D, AD', AD', AD", AD’ 
designabimus. Quibus ita factis circulorum inclinationes mutuae erunt anguli, 
qui resp. in his intersectionum punctis D, D, D" inter circulorum se secantium 
partes eas continentur, quae iu directione progressiva iaccnt: has inclinationes, 
sernper inter 0 et ISO" accipiendas, per t, t , t denotabimus. Determinatio 
harum novein quantitatum incognitarum e cognitis manifesto ab eodem proble- 
mate pendet, quod in art. 55 . tractavimus: habemus itaque aequationes sequentes: 

[ 3 .] sin | c sin { (A'D -J- A"D) = siuf(r — /')ain ^( 7 *+ T*) 

[ 4 .] sin J t cos} (A 'D -j- A 'D) = cos }-(/' — /') sin 4 (7" — 7) 

[ 5 .] eosfs sin { (A D — A D) = sin { (l' — I ) eos ) (7' -|- 7 ) 

[6.] eos } t cos { {A D — A D ) — cos } (/' — V) cos j (7 " — 7 ) 

Exaequationibus 3 . et 4 . innotescent \{Al)-\-A D) et «iu { e, e duabus reli- 
quia { (A D — A D) et cos } t ; hinc A D, A" D et e. Ambiguitas determina- 
tioni arcuum 1 (A D -}- A D), { (A D — A D) per tangentes adhaerens conditione 
ea decidetur, quod sin { s et cos ] s positivi evadere debent, consensusqne inter 
sin } e et cos|t toti calculo confirmando inserviet 

Determinatio quantitatum AD, A D, t, AD", AD", e prorsus simili 
modo perficietur, neque opus erit octo aequationes ad hunc, calculum adhibendas 
huc transscribere, quippe quae ex aequ. 3 ... 6. sponte prodeunt, si 

A'D ’ A’D e j l’ — T i 7" j 7’ 

cum AD' 1 A'D ; e 1 “ — I 7" 7 

vel cum AD" A' D" s l ' — / 1 7’ 7 

resp. commutantur. 

Nova adhuc totius calculi confirmatio derivari potest e relatione mutua 
inter latera angulosque trianguli sphaerici inter puncta D, D', D formati, 
unde demanant aequationes generalissime verae, quamcunque situm haec puncta 
habeant: 

sin (AW-AU”) &in (A'V — A'D") A"lt’) 

sine ^linc , siut w 
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Denique si loco eclipticae aequator tamquam planum fundamentale electus 
est, calculus mutationem non subit, nisi quod pro terrae locis heliocentricis A, 
A, A substituere oportet ea acquatoris puncta, ubi a circulis AB, AB, A"B" 
secatur; accipiendae sunt itaque pro l, V ascensiones rectae harum inter- 
sectionum, nec non pro A D distantia puncti I) ab intersectione secunda etc. 


0 = 


138. 

Negotium tertium iam in eo consistit, ut duo loci geoccntrici extremi cor- 
poris coelestis, L e, puncta B, B, per circulum maximum iungantur, huiusque 
intersectio cum circulo maximo A' B' determinetur. Sit B * haec intersectio, 
atque o' — o eius distantia a puncto A , nec non a* eius longitudo, 6* latitudo. 
Habemus itaque, propterca quod i/, B ’, B in eodem circulo maximo iacent, 
aequationem satis notam 

0 = tang8sin(a" — a*) — tang8*sin(a” — a)-f- tang8 "8in(a* — a) 
quae, substituendo tang^ sin (a* — l') pro tangfi*, sequentem fonnam induit 

cos (a* — r)j taug8 sin (a” — /) — tang8'sin(a — V) J 
-sin (a* — 0{ tangScos (a" — l') -f- taiigysin (a — a) — tang6 'cos (a — l) j 

Quare quum sit tang(a* — V) = cos^’tang(o' — o) habebimus 

. /»• \ Ung t sin (a " — I’) — Ung8">in(a — V) 

°/ | ' (tang 8 c«s (» ”— i — tang S " cos (* — i*)) + sm T 7 »** 1 (« *— «) 

Hinc derivantur fonnulae sequentes, ad calculum numericum magis accom- 
modatae. Statuatur 

[7.] tang6sin(a” — l) — tang8'sin(a — l') = S 
[8.] tang6cos(a' — l) — tang6’cos(a — l) = Tsinf 
[9.] sin(a“ — a) = T cos/ 

(art. 14. n.), eritque 
[10.] tang(8-o) = 

Ambiguitas in determinatione arcus o — o per tangentem inde oritur, quod cir- 
culi maximi A'B', BB" in duobus punctis se intersecant: nos pro B * seinper 
adoptabimus intersectionem puncto B proximam, ita ut o sem per cadat inter 


Digitized by Google 



DETEHMINATIO ORBITAE E TRIBI'8 OBSERVATIONIBUS COMPERTIS. 


169 


limites — 90' et -j-9o”, unde ambiguitas illa tollitur. Plerumque tunc valor 
arcus o (qui pendet a curvatura motus geocentrici) quantitas satis modica erit, 
et quidem generaliter loquendo secundi ordinis, si temporum intervalla tamquam 
quantitates primi ordinis spectantur. 

Quaenam modificationes calculo applicandae sint, si pro ecliptica aequator 
tamquapi planum fundamentale electum est, ex annotatione art. praec. sponte 
patebit. 

Ceterum manifestum est, situm puncti ii* indeterminatum manere, si 
circuli /i B ", AB' omnino coinciderent: hunc casum, ubi quatuor puncta 
A, B , /i’, B' in eodem circulo maximo iaccrent, a disquisitione nostra exclu- 
dimus. Conveniet autem in eligendis observationibus eum quoque cusum evitare, 
ubi situs horum quatuor punctorum a circulo maximo parum distat: tunc enim 
situs puncti B *, qui in operationibus sequentibus magni momenti est, perlevis- 
simos observationum errores nimis afficeretur, nec praecisione necessaria deter- 
minari posset. — Perinde punctum Jt * indeterminatum manere patet, quoties 
puncta B, B" in unum coincidunt*), in quo casu ipsius circuli B B" positio 
indeterminata fieret Quamobrem hunc quoque casum excludemus, quemadmo- 
dum, per rationes praecedentibus similes, talibus quoque observationibus absti- 
nendum erit, ubi locus gcoccntrieus primus et ultimus in puncta sphaerae sibi 
proxima cadunt 


139. 

Sint in sphaera coelesti C, C, C" tria corporis coelestis loca heliocentrica, 
quae resp. in circulis maximis AB, AB', A B ", et quidem inter A et B, A et B , 
A' et B ' sita erunt (art. 64. III.): praeterea puncta C, C', C ' in eodem circulo 
maximo iacebunt, puta in eo, quem planum orbitae in sphaera coelesti proiicit. 
Designabimus per r, r', r" tres corporis coelestis distantias a Sole; per p, p, p’ 
eiusdem distantias a terra; per R, R , R terrae distantias a Sole. Porro statui- 
mus arcus C' C", CC", CC' resp. = 2 /, 2 /', 2/", atque rVgin 2/ = n, 
r rsin 2 f — n, r r ' sin lf" — n . Habemus itaque f AC-\- CB = 8, 

AC C‘B' — o, A"C-j-C ’B"= 5", nec non 


*) Sire etiam quoties sibi opposita sunt, sed de boc casu non loquimur, quum methodus nostra ad 
observationes tantum intervallum complectentes non sit extendenda. 

U. TH. M. 22 
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•sin o sin ,1 r _ ^)\i< R 

r E 

sin?/ «in A'C' sin ( 'Jt' 

V’ p # “ iv~ 

sino" siu/l"r" BinT"//" 

— p" _ — ir 


Hinc patet, simulae situs punctorum C, < ' , C" innotuerit, quantitates 
r, r', r ", p, p', p" determinabiles fore. Iain ostendemus, quomodo ille e quan- 
titatibus 

eliei possit, a quibus methodum nostram proficisci iam supra declaravimus. 


14 0 . 

Primo observamus, si N fuerit punctum quodeunque circuli maximi 
CCC", diatautiacque ptinctorum C\ C a puncto N secmidum directionem 
eandem numerentur, quae tendit a C ad C ", ita ut generaliter fiat 

A’C r —XC' = 2 /, NC" — NC = 2 /', NC—NC = 2 /’ 

haberi aequationem 

U = sin 2 f sin NO — sin 2/ sin A’ (7+ sin 2/ sin A' C' (L) 

lam supponemus, X accipi in intersectione circulorum maximorum , 

CCC", quasi in nodo ascendente prioris supra posteriorem. Designemus per 
(£, (£ , (£“, 5T, 2>’, 2? resp. distantias punctorum C, C , 0\ f>, D l> n cir- 
culo maximo BB*Jl , ab alterutra ipsius parte positive, ab altera opposita 
negative acceptas. Hinc manifesto sin £ , sin(J, siuG" resp. proportionales 
erunt ipsis sin AT?, sin NC', sin X C, unde aequatio (1.) sequentem induit formam 

o = siu2/sin(£ — sin 2 / sin (£ -f- sin ‘if sin £ 

sive multiplicando per rr‘r" 

0 = 7i rsinC — 7i r' sin C-j- n" r" sin E ( 11 .) 
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Porro patet, esse sin G ad sin ut sinuui distantiae puncti C a H ad sinum 
distantiae puncti D' a Ji, utraque distantia secundum eandem directionem men- 
surata. Habetur itaque 


«n C2J 
sin (A W— l) 


— sin G 

prorsusque simili modo eruitur 


— sinG = 


— sin G 


hin ?" «-in C II 

rtt (A />"—*) 

mu? «in C* JI* 
«•iu (A' J) — a) 


• fc" «n? sili Cff f 

sinL s |n(A'7>-r) 


-ii. wir— *’+•) 

sin $ Nin C"H" 
»iu (A"U‘—i*) 


Dividendo itaque aequationem (II.) per r sinG , prodit 


o = /i. 


rsi»(7l sin(.t"7)' — '/') 
r"»iu Ch"' »in (.!/>'— 4) 


Quodsi hic arcum Cii per z designamus, pro 
praec. substituimus, brevitatisque caussa ponimus 

j - 1 I -j it sili'. siu(.l"7J’ — V) 

[ 12 .] 

aequatio nostra ita se habebit 


r'sinC'B’ sia (A ' f D — 5") . 

1 r"sin C"jf' ‘ 7iH(2'£» — V+ + n 
r, r', r" valores suos ex art. 


H" sin i" sin (AU ' — 5) 

«'fin'V,in(.rn- V'i , 

B "sint" sin (.1’iJ — '/+ s) ‘ 


.. . . nin (i — b) , 

o = an — hn. - . — 4- /t 

. w in r • 


(III.) 


Coeifficientem b etiam per formulam sequentem computare licet, quae ex aequa- 
tionibus modo allatis facile deducitur: 


«X 


lt sin h' hin (A W — £) 


j 1 3.] .* v+ ,) 

Calculi coufimuuidi caussa baud inutile erit, utraque formula liet. 13 uti. Quo- 
ties sin(^7i ’ — o — ]- a) maior est quam sin (. 1 1 > — 5T— j— a), formula posterior it ta- 
bularum erroribus inevitabilibus minus afficietur, quam prior, adeoque Inue prae- 
ferenda erit, si forte parvula discrepantia illinc explicanda in valoribus ipsius b se 
prodiderit; contra formulae priori magis fidendum erit, quoties sin („ 1/1 — o -f-s) 

• 22 * 
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minor est quam sin (AD — 3'-f- a): si magis placet, medium idoneum inter ambos 
valores adoptabitur. 

Otlculo examinando sequentes quoque formulae iuservire possunt, quarum 
tamen derivationem non ita difficilem brevitatis caussa supprimimus: 

„ «‘.in (!"—/’) ttsin(l"— 1) sin(l' — o) , sin (!'— i) 

U — B B' ’ «in*' «" 

, it 'sino' t r rog<! cog %" 

1 ii"sin6" ‘ sin lAJff— Datat' 

ubi U exprimit quotientem -.- u = ' ( art- 138. aequ. 10.). 


141. 


Ex 7 > = ^ , atque aequatione III. art. praec. sequitur (n-j- n ) = 

bri j bine vero et ex Q = 2 ( ~r~ l) r' ! atque 

r — elicitur 

S It s 

• , Osinr 4 , i'+ i . , \ 

81,1 2 + tWlm p» = p 7 f u «» (s — =>), sive 

= [ h T^' a ~ «*«)«n(* — a) — sino cos(z — a) 

Statuendo itaque brevitatis caussa 

ifl'* «in ignino C 

introducendoque angulum auxiliarem io talem ut fiat 

sina 

tan «‘° = 7 F+T 

prodit aequatio (IV.) 

cl^sinuj sin z* = sin(z — u> — o) 

ex qua incognitam z eruere oportebit Ut angulus tu commodius computetur, 
formulam praecedentem pro tangiu ita exhibere conveniet 


tang u> = 


(P+ a) tans?« 

*(->-.) + ( 

\coso / \cos« / 
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Quamobrem statuendo 


[15.] 

b 

Cl>8 3 j 

[16.] 

COS 3 1 

ttni< 3 

b — e 


cos» 


habebimus ad dctenuinundum 


iu formulam simplicissimam 


tangu» = 


p+d 


Computum quantitatum a, h, c, </, e per formulas 11 ... 16., a solis quanti- 
tatibus datis pendentem, tamquam negotium quartum consideramus. Quantitates 
b , e, e ipsae non erunt necessariae, verum soli ipsarum logarithmi. 

Ceterum datur casus specialis, ubi haec praecepta aliqua mutatione indi- 
gent. Quoties scilicet circulus maximus B B" cum A B' coincidit, adeoque 
puncta B, B* resp. cum D , /J, quantitates a, h valores infinitos nanciscerentur. 
Statuendo iu hoc casu 


Kami un(A'ir— 1/+ ,) 
R sin t' sin (A I)"— t) 

habebimus loco aequationis III. hancce: 0 


ir 

- — , unde fuciendo 


tango» = ’ eadem aequatio IV. elicitur. 

Perinde in casu speciali, ubi 3 = 0, fit e infinita atque u> = 0, unde 
factor csitiu» in aequatione IV. indeterminatus esse videtur: nihilomiuus revera 
determinatus est, ipsiusque valor 

P + ° 


uti levis attentio docebit. In hoc itaque casu fit 


sin z = If sin 2 




-i )(P-rd> 
Q(p + a) 


142. 

Aequatio IV., quae evoluta ad ordinem octavum ascenderet, in forma sua 
non mutata expeditissime tentando solvitur. Ceterum e theoria aequationum facile 


Digilized by Google 


174 


L1BEK II. SECTIO I. 


ostendi potest (quod tamen fusius evolvere brevitatis caussa hic supersedemus), 
hanc aequationem vel duas vel quatuor solutiones per valores reales admittere. 
In casu priori valor alter ipsius siuz positivus erit, alterum negativum reiicere 
oportebit, quia jier problematis naturam r negativus evadere nequit. In casu 
posteriori inter valores ipsius sin z vel unus positivus erit, tresque reliqui nega- 
tivi — ubi igitur haud ambiguum erit, quemnam adoptare oporteat — vel tres 
positivi eum uno negativo; in hoc cusu e valorilms positivis ii quoque si qui ad- 
sunt reiici debent, ubi z maior evadit quam o’, quoniam per aliam problematis 
conditionem essentialem <> ndeoque etiam sin (o — z) quantitas positiva esse debet. 

Quoties observationes mediocribus temportlin intervallis ab invicem distant, 
plerumque casus postremus locum habebit, ut tres valores positivi ipsius sin z 
aequationi satisfaciant. Inter has solutiones praeter veram rejieriri solet aliqua, 
ubi z parum differt a o , modo excessu, modo defectu: lea- phaenomenon se- 
quenti imulo explicandum est. Problematis nostri tractatio auulytica ei soli con- 
ditioni superstructa est, quod tres coqmris coelestis in spatio loci iacere debent 
in rectis, quarum situs per locum absolutum terrae positionemquu observatam 
determinatur. lam per ipsius rei naturam loci illi iacere quidem debent in iix 
rectarum partibus, uudr lumen ad terram descendit: sed aequationes analytieac 
hanc restrictionem non agnoscunt, oinuiaque locorum systemata, qui quidem eum 
Ki:ri.Kni legibus consentiunt, perinde complecti debent, sive ab Ime terrae parte 
in illis rectis taceant, sive ab illa, sive denique cum ipsa terra coiucidant. Inm 
hic ultimus casus utique problemati nostro satisfaciet, quum terra ipsa ad nor- 
mam illarum legum moveatur. Hinc patet, aequationes comprehendere debere 
solutionem, in qua puncta, ( ', C , C" cum punctis A, A , A coiucidant (qua- 
tenus variationes miimtissimas locis terrae ellipticis a perturbationibus et paral- 
laxi iinjuctas negligimus): aequatio itaque 1\ semper admittere deberet solutio- 
nem z = o , si pro /’ ct V valores veri locis terrae respondentes acciperentur. 
Quatenus autem illis quantitatibus valores tribuuntur ab bis non multum discre- 
pantes (quod semper supponere licet, quoties temporum intervalla modica siiut), 
inter solutiones aequationis IV. necessario ujiqitH repuriri debet, quae proxime 
ad valorem z = £ accedit. 

Plerumque quidem in co casu, ubi aequatio i V. tres solutiones per valores 
positivos ipsius siuz admittit, tertia ex his (praeter veram eamque de qua modo 
diximus) valorem ipsius z maiorem quam i' sistet, adcoqite analytice tantum 


Digitized by Google 


DETERMINATIO OUUITAK E THIBIS OBSERVATIONUM S COMPLETIS. 


175 


possibilis, physice vero impossibilis erit: tunc itaque quamnam adoptare oporteat 
ambiguum esse nequit. Attamen contingere utique potest, ut aequatio illa duas 
solutiones idoneas diversas admittat, adeoque problemati nostro per duas orbitas 
prorsus diversas satisfacere liceat Ceterum in tali casu orbita vera a falsa facile 
dignoscetur, quamprimum observationes alias magis remotas ad examen revocare 
Hcuerit. 


143. 

Hirnulae angulus z erutus est, statiin habetur r per aequationem 

* JTsInt' 

sin; 

Porro ex aequationibus P = ” atque 111. elicimus 

w'r' (i* «) /f sin */ 

n b%h\ (f — q) 

W r ’ . i 
w" J‘ n 


Iam ut formulas, secundum quas situs punctorum C, C" c situ puncti C' 
determinandus est, tali modo tractemus, • ut ipsarum veritas genendis pro iis 
quoque casibus, quos Fig. 4. non monstrat, statim eluceat, observamus, sinum 
distantiae puncti C’ a circulo maximo CJi (positive smntae in regione supe- 
riori, negative in inferiori) aequalem fieri producto cx sint" in sinum distan- 
tiae puncti C a l> secundum directionem progressivam mensuratae, adeoque 
= — sin e” sin C' J> = — sin t' "sin (z-|- A l> — 3); perinde fit sinus distantiae 
puncti C" ab eodem circulo maximo = — sint sin V" L>. Manifesto autem iidem 
sinus sunt ut sinCC’ ad sin ( ’(J", sive ut ad " r ~ , slve ut n “ r ’ «d »V. 
8 ta tuendo itaque (’"!) = C , habemus 


»» " • ff " M f Slllt * f > j ' r » ” 

\ . r sin , = „ • , sui (z + A !> — o ) 

» ai» t v 1 ' 

Prorsus simili modo statuendi > Cl) = C eruitur 


VI. r sin C = H, u • 2? si " (* + A U ~ 

VII. D) = sin(C"+ A~I)— JCD") 
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Combinando aequationes V. et VI. cum sequentibus ex art. 139. transscriptis 
VUL r"sin(C" — 

IX. rsin(C — AD +3) = Rsmb 

quantitates C, C”» r, r" ad normam art. 78. inde derivabuntur. Qui calculus 
quo commodius absolvatur, formulas ipsas hac attulisse haud ingratum erit. Sta- 
tuatur 


[17.] 

R sin h 

'SnUi/— t) 

= X 

[18.] 

«"sint" 



■ X 

[19-] 

coefAi/ — t) 
It -in ! 

= X 

[20.] 

cn 

K' sini" 

= X" 


Computus harum quantitatum, aut potius logarithmorum earum, a P et Q etiam- 
num indepetidens, tamquam negotium quintum ct ultimum in operationibus quasi 
praeliminaribus spectandum est, commodeque statim cum computo ipsarum «, b 
sive cum negotio quarto absolvitur, ubi lit a—\. — Faciendo dein 

sin (z +AD — 8') =p 

« sin e v 1 ' * 

nr* sine* • * . 4’ r% n > w \ " 

— 1 ) = q 
X "(X>"-1) = q 

eliciemus £ et r ex rsin£ = p, rcosC = q, atque £' et r“ ex r sin £=/>", 
r”cosC”= q "• Ambiguitas in determinandis £ et £" hic adesse nequit, quin r 
et r" necessario evadere debent quantitates positivae. Calculus perfectus per 
aequationem VII. si lubet confirmari poterit. 

Sunt tamen duo casus, ubi aliam methodum sequi oportet. Quoties scilicet 
panctum D' cum Ii vel coincidit vel ipsi in sphaera oppositum est, sive quoties 
AD’ — 8 = 0 vel = 18o‘, aequationes VI. et IX. necessario identicae esse 
debent, fieretque x = cd , Xp — 1 = 0, adeoque q indeterminata. In hoc casu 
£' et r’ quidem eo quo docuimus modo determinabuntur, dein vero £ et r e 
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combinatione aequationis VII. cum VI. vel IX. elicere oportebit. Formulas 
ipsas ex art. 78. desumendas huc transscribere supersedemus; observamus tantum- 
modo, quod in eo quoque casu, ubi est AD ' — 8 non quidem = 0 neque 
= 180°, attamen arcus valde parvus, eandem methodum sequi praestat, quoniam 
tunc methodus prior praecisionem necessariam non admitteret. Et quidem adop- 
tabitur combinatio aequationis VII. cum VI. vel cum IX., prout sin (AD" — AD) 
maior vel minor est quam sin {AD " — 8). 

Perinde in casu, ubi punctum /)’, vel ipsi oppositum, cum B“ vel coin- 
cidit vel parum ab eodem distat, determinatio ipsarum C’, r" per methodum 
praecedentem vel impossibilis vel parum tuta foret. Tunc itaque C et r quidem 
per illam methodum determinabuntur, dein vero C et r" e combinatione aequa- 
tionis VII. vel cum V. vel cum VIII., prout sin (.4"/) — A"D) maior vel minor 
est quam sin (A I) — 8"). Ceterum haud metuendum est, ne simul D' cum pun- 
ctis B, B“ vel cum punctis oppositis coincidat, vel parum ab ipsis distet: casum 
enim eum, ubi B cum B" coincidit, vel perparum ab eo distat, iam supra 
art. 138. a disquisitione nostra exclusimus. 


144. 

Arcubus C, C” inventis, punctorum C, C positio data erit, poteritque 
distantia CC’= 2 f' ex C, C" et t' determinari. Sint a, u" inclinationes cir- 
culorum maximorum AB, AB' ad circulum maximum OC" (quae in Fig. 4. 
resp. erunt anguli CCD' et ISO* — CCD’), habebimusquc aequationes sequen- 
tes, aequationibus 3... 6. art. 137. prorsus analogas: 

sin./" sin f (u -|- u) — sin f t sin f (C+ C") 
sin / cos ) («'-f- u) = cosl tsin f(C — C*) 
cos f sin 1 ( u — m) = sin J t cos } (C-(- C ) 
cos f cos f («" — u) = cosl* cos J (C — C”) 

Duae priores dabunt ] u) et sin/', duae posteriores 4(u — u) et cos/'; 
ex sin/' et cos/’ habebitur / . Angulos l(u"-f-a) et f (u — a), qui in ultima 
demum hypotheai ad determinandum situm plani orbitae adhibebuntur, in hypo- 
thcsibus primis negligere licebit. 

o. tu. m. 23 
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Prorsus simili modo f ex t, C'l) et ( J”/J, nec non f ex t, G /> , 1 ' D 
derivari jjossent: sed multo commodius ad hunc Unem formulae sequentes adhi- 
bentur. 

sinit f — rsin , 

sil! 2 f~— /sili 2 /”. " , 

ubi lognrithini quantitatum . iam e calculis praecedentibus adsunt. To- 

tus denique calculus confirmationem novam inde nanciscetur, quod fieri debet 
2/+ 2/’= 2/': si qua forte differentia prodeat, nullius certe momenti esse 

poterit, siquidem omnes operationes quam accuratissime peractae fuerint. Inter- 
dum tamen, calculo ubique septem figuris deeimalibus subducto, ad aliquot mi- 
nuti secundi partes decimas assurgere jarterit, quam si operae pretium videtur 
facillimo negotio inter 2/ et 2 f ita dispertiemur, ut logarithmi sinuum aequaliter 
vel augeantur vel diminuantur, quo pacto aequationi P = = " omni 

quam tabulae permittunt praecisione satisfactum erit. Quoties f et f pin um 
differunt, differentiam illam inter 2/ et 2 f" aequaliter distribuisse sufficiet. 


145. 

Postquam hoc modo corporis coelestis positiones in orbita determinatae 
sunt, duplex elementorum calculus tum e combinatioue loci secundi cum tertio, 
tum c oombinatione primi cum secundo, una cum temporum intervallis respon- 
dentibus, inchoabitur. Antequam vero haec operatio suscipiatur, ipsa temporum 
intervalla quadam correctione opus habent, siquidem constitutum fuerit, secun- 
dum methodum tertiam art. 118. aberrationis rationem habere. Iu hocoe scilicet 
casu pro temporibus veris ficta substituenda suut, illis resp. 493 p, 493 p , 493 p" 
minutis secundis anteriora. Pro computandis distantiis p, p', p" habemus 
formulas 


KiinlA 

»in(C — A 4) 

— «) 

bini 

Hii (£ M — 6**) 


sin 4 

rjmi (4‘— i) 

*in4' 

r”*jh( A"D , —t') 

8 in 4" 
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Ceterum si observationes ab initio statim per methodum jniniani vel secun- 
dam art. 1 18. ab aberratione purgatae fuissent, hicce calculus omittendus, neque 
adeo necessarium foret, valores distantiarum p, p , p eruere, nisi forte ad con- 
firmandum, an ii, quibus calculus aberrationum superstructus erat, satis exacti 
fuerint. Denique sponte patet, totum istum calculum tunc quoque supprimendum 
esse, quando aberrationem omnino negligere placuerit. 

146. 

Calculus elementorum, hinc ex r , r ", 2 J' atque temporis intervallo cor- 
recto inter observationem secundam et tertiam, cuius productum in quantitatem 
k (art. I.) per 0 denotamus, illinc ex r, r‘, 2 f" atque temporis intervallo inter 
observationem primam et secundam, cuius productum per k esto = 8', secun- 
dum methodum in urtt. 88... 105. expositam tantummodo usque ad quantitatem 
illic per y denotatam producendus est, cuius valorem in combiuatione priori per 
r ( , in posteriori per r ( " denotabimus. Fiat deinde 

, " T| — P' — — O’ 

Cl r ( " * rr”r t r t " cvlfcotfciHf" * 

patetque, si valores quantitatum P, Q , quibus totus hucusque calculus super- 
structus erat, ipsi veri fuerint, evadere debere P‘= P t Q' — Q. Vice versa 
facile perspicitur, si prodeat P — P, Q — V, duplicem elementorum calculum, 
si utrimque ari finem perducatur, numeros prorsus aequales suppeditaturum esse, 
per quos itaque omnes tres observationes exacte repraesentabuntur, adeoque pro- 
blemati ex asse satisfiet. Quoties autem non fit P = P, Q — Q, accipientur 
P ' — P , Q ’ — Q pro X et V , siquidem P et Q pro x et y acceptae fuerint: 
adhuc magis commodum erit statuere \ogP-x, log Q=zy, log P’ — logP=X, 
log (j — log Q = Y. Dein calculus cum aliis valoribus ipsarum x, y repe- 
tendus erit. 

147. 

Proprie quidem etiam hic, sicuti in decem methodis supra traditis, arbi- 
trarium esset, quosnam valores novos pro x et y iu hvpothesi secunda suppo- 
namus, si morio conditionibus generalibus supra explicatis non adversentur: atta- 
men quum manifesto pro lucro magno habendum sit, si statim a valoribus magis 
exactis proficisci liceat, in methodo liacce parum prudenter ageres, si valores 

23* 
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secundos temere quasi adoptares, quum ex ipsa rei natura facile porspieiatur, si 
valores primi ipsarum P, Q levibus erroribus affecti fuerint, ipsas P', Q 
valores multo exactiores exhibituras esse, siquidem motus heliocentricus fuerit 
modicus. Quainobrem semper ipsas P , Q' pro valoribus secundis ipsarum P, Q 
adoptabimus, sive log P\ log Q’ pro valoribus secundis ipsarum x , y si logP, 
log Q primos designare suppositi sint. 

latu in hac hypothesi secunda, ubi omnes operationes praelimiuares per 
formulas 1 ... 20. exhibitae invariatae retinendae sunt, calculus prorsus simili 
modo repetetur. Primo scilicet determinabitur angulus to; dein z, r’, > — » > 

C, r, r’, f, f, / E differentia jdus minusve considerabili inter valores no- 
vos harum quantitatum atque primos facile aestimabitur, utrum operae pretium 
sit, necne, correctionem quoque temporum propter aberrationem denuo compu- 
tare : in casu posteriori teinjwrum intervalla, adeoque etiam quantitates 0 et 0 
eaedem manebunt ut ante. Denique ex /, r , r" \ f ", r, r’ temporumque inter- 
vallis eruentur r ( , r, atque hinc valores novi ipsarum P\ Q , qui plerumque 
ab iis, quos hypothesis prima suppeditaverat, multo minus different, quam hi 
ipsi a valoribus primis ipsarum /', Q. Valores secundi ipsarum .V, Y itaque 
multo minores erunt, quam primi, valoresque secundi ipsarum /' , Q tamquam 
valores tertii ipsarum P, Q adoptabuntur, et cum his calculus denuo repetetur. 
Hoc igitur modo sicuti ex hypothesi secunda numeri exactiores resultaverant, 
quam ex prima, ita e tertia iterum exactiores resultabunt, quam e secunda, pos- 
sentque valores tertii ipsarum P’, Q' tamquam quarti ipsarum P, Q adoptari, 
atque sic calculus toties repeti, usque dum ad hypothesin perveniatur, in qua 
X et Y pro evanescentibus habere liceret: sed quoties hypothesis tertia nondum 
sufficiens videatur, valores ipsarum P, y in hypothesi quarta adoptandos se- 
cundum methodum in artt. 120. 121. explicatam e tribus primis deducere prae- 
stabit, quo pacto approximatio celerior obtinebitur, raroque opus erit, ad hypo- 
thesin quintam progredi. 


148. 

Quoties elementa c tribus observationibus derivanda adhuc penitus incog- 
nita sunt (cui casui methodus nostra imprimis accommodata est), in hypothesi prima 
ut iam monuimus pro P et Q valores approximati ^ et 00’ accipientur, ubi 
0 et 0 aliquantisper ex intervallis temporum non correctis derivandae sunt. Quo- 
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rum ratione »<1 intervalla correcta per |i:l et ji : 1 resp. expressa, habebimus 
in hypothesi prima 

X = log|i — logji +logn — logV 

Y = log (x f-logjjL — logrj — logrj"-)- Comp. log eos/ -f- Comp. log eoa/ 

-j- Comp. log cos/'-)- 2 log r — log r — log r " 

Logarithini quantitatum [i, p” respectu partium reliquarum nullius sunt mo- 
menti; logr, et logr, ", qui ambo sunt positivi, in X aliquatenus se invicem 
destruunt, praesertim quoties temporum intervalla fere aequalia sunt, unde X 
valorem exiguum modo positivum modo negativum obtinet; contra in Y e par- 
tibus negativis logr, et logr," eompensatio quidem aliqua partium positivarum 
Comp. log cos/, Comp. log cos,/" , Comp. log cos/” oritur, sed minus perlecta, 
plerumque enim hae illas notabiliter superant. De signo ipsius log in genere 
nihil determinare licet. 

Iam quoties motus heliocentricus inter observationes modicus est, raro opus 
erit, usque ad hypothesin quartam progredi: plerumque tertia, saepius iam se- 
cunda praecisionem sufficientem praestabit, quin adeo interdum numeris ex ipsa 
hypothesi prima resultantibus acquiescere licebit. Iuvabit scrnper, ad maiorem 
minoremve praecisionis gradum, qua observationes gaudent, respicere: ingratum 
enim foret opus, in calculo praecisionem affectare centies inilliesve maiorem ea 
quam observationes permittunt. In his vero rebus indicium per exercitationem 
frequentem praeficam melius quam per praecepta acuitur, peritique facile acqui- 
rent facultatem quandam, ubi consistere conveniat recte diiudieandi. 


I 49. 

In ultima demum hypothesi elementa ipsa calculabuntur, vel ex /, r', r", 
vel ex f ~ , r, r’, perducendo scilicet ad finem calculum alterutrum, quem in 
hypothesibus antecedentibus tantummodo usque ad r t vel r," prosequi oportuerat: 
si utrumque perficere placuerit, harmonia numerorum resultantium novam totius 
laboris confirmationem suppeditabit. Attamen praestat, quam primum 
erutae sunt, elementa e sola combinatione loci primi cum tertio derivare, puta 
ex y, r, r" atque temporis intervallo, tandemque ad maiorem calculi certitudi- 
nem locum medium in orbita secundum elementa inventa determinare. 
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Hoc itaque modo sectionis conicae dimensione» innotescent, puta excen taci- 
tas , semiaxia maior sive semiparameter, positio perihelii respectu locorum helio* 
centricorum C, C, C", motus medius, atque anomalia media pro epoeha arbitraria, 
siquidem orbita elliptica est, vel tempus transitus per perihelium, si orbita fit hy- 
perbolica vel parabolica. Supereat itaque tantummodo, ut positio locorum helio- 
centricorum in orbita respectu nodi ascendentis, positio huius nodi respectu puncti 
aequinoctialis, atque inclinatio orbitae ad eclipticam (vel aequatorem) determi- 
nentur. Haec omnia per solutionem unius trianguli sphaerici efficere licet Sit 
SI longitudo nodi ascendentis; t inclinatio orbitae ; 7 et // ' argumenta latitudinis 
in observatione prima et tertia ; denique l — SI = h, /" — SI = f>~. Exprimente 
iam in figura quarta fl* nodum ascendentem, trianguli SI A < ' latera erunt AD — C, 
g 1 h , angulique his resp. oppositi 1, ISO’ — fi **• Habebimus itaque 

sin 1 i sin { (g-\- h) = sin } (A /)' — Qsin J (7 -(- «) 
sin } i cos} (g -J- h) — cos } ( A />’ — J)«in $-(7 — 11) 
cos | i sin } (g — h ) = sin } (.1 1 > — £ ) cos } (7 -f- «) 
cos}/ cos} (g — /*) = cos }■ (.el /U — C)cos}(f — 11) 

Duae primae aequationes dabunt ( (g -(- h) et sin}*, dune reliquae \(g — h) 
et eos}*; ex g innotescet situs perihelii respectu nodi ascendentis, ex h situs 
nodi in ecliptica; denique innotescet t, sinu et cosinu se mutuo confirmantibus. 
Ad eundem scopum pervenire possumus adiuniento trianguli SI A " C \ ubi tan- 
tummodo in formulis praecedentibus characteres g, h , A, C, 7, « in g , h\ A", 
C", 7 , w” mutare oportet. Ut toti labori adhuc alia confirmatio concilietur, haud 
ahs re erit, calculum utroque modo perficere: unde si quae levisculae differentiae 
inter valores ipsius », S), atque longitudinis perihelii in orbita procleunt, valo- 
res medios adoptare conveniet. Raro tamen hae differentiae ad u”l vel o"2 
ascendent, siquidem omnes calculi septem figuris decimalibus accurate elaborati 
fuerant. 

Ceterum quoties loco eclipticae aequator tamquam planum fuudameutale 
adoptatum est, nulla hinc in calculo differentia orietur, nisi quod loco puncto- 
rum A, A" intersectiones aequaturis eum circulis maximis A H, A Ii~ acci- 
piendae sunt. 
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1 50. 

Progredimur iani ad illustrationum huius methodi per aliquot exempla co- 
piose explicanda, quae simul evidentissime ostendent, quam late pateat, ct quam 
commode et expedite semper ad finem exoptatum perducat *). 

Exemplum primum plancta novus luno nobis suppeditabit, ad quem finem 
observationes sequentes Grenovioi factas et a eel. Maskelynk nobiseum commu- 
nicatas eligimus. 

Tcmp. med. Gienov. A tuens. recta ipp, Dori, austr. app. 

1 804 Oct. 5. 10 k 51“ 6‘ | 357’ Ul' 22' 35 C°4U 8" 

1 7 9 58 10 355 43 45,30 8 47 25 

27 9 16 41 355 II 10,95 III 2 28 

E tabulis Sobiribus pro iisdem temporibus invenitur 


Oct. 5 
17 
27 


longit. Soli» ab ac- miUlin distantia a terra latitudo Sidis 
qnm. appar. 


192' 

28' 53 72 

+ 1543 

; 0,9988839 

— 0 49 

204 

20 21,54 

-f- 15,51 

0,9953968 

+ 0,79 

214 

16 52,21 

15,60 

0,9928340 

— 0, 15 


obliquitas appar. 
eclipticae 

23*27' 59 

50,26 

59,06 


Calculum ita adstruemus, ac si orbita adhuc penitus incognita esset: quam- 
obrem loca lunonis a parallaxi liberare non licebit, sed lianc nd loca terrae trans- 
ferre oportebit. Primo itaqne ipsa loca observata ab aequature ad eclipticam re- 
ducimus, adbibita obliquitate, apparente, unde prodit: 

Longit, appar. lunonis latit, appar. Inuniti» 

Oct 5 354°44 54 27 — 4°59' 3 1 '59 

17 352 34 44,51 —6 21 56,25 

27 351 34 51,57 — 7 17 52,70 

Cum hoc calculo statiui iungimus ileterniinationem longitudinis et latitudinis 
ipsius zeitith loci observationis in tribus observationibus: rectascensio quidem cum 


•) Male loquuntur, qui methodum aliquam alia magi» mtnuurc exactam pronunciant. Ka enim sola 
methodus problema solvisae censori potest, per quam quemvis praecisioni? gradum attingere saltem in po* 
testate est. Quamobrem methodus alia alii eo tantum nomme pairaaoi praeripit, quod eundem praecisioni» 
gradum per aliam celerius minorique labore, per aliam tardius graviorique opera assequi licet. 
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rectascensione Iunonis convenit (quod observationes in ipso meridiatio sunt factae), 
declinatio autem aequalis est altitudini poli = 5 1*25’ 39”. Ita obtinemus 



Lonfr. ipmun teuilb 

latitudo 

Oct 5 

24* 29' 

46* 53’ 

17 

23 25 

47 24 

27 

23 1 

47 36 


Iam ad nonnam praeceptorum in art. 7 2. traditorum determinabuntur terrae loci 
ficti in ipso plano eclipticae, in quibus corpus coeleste perinde apparuisset, atque 
in locis veris observationum. Hoc modo prodit, statuendo par&llaxin Solis me- 
diam = 8*6 

Reductio lougit 1 Reductio distantiae Reductio tcmjniris 

Oct. 5 i —22' 39 + 0,0003856 — 0* 19 

17 —27, 21 + 0,0002329 — 0,12 

27 —35, 82 + 0,0002085 — 0, 12 

Keductio temporis ideo tantum adiecta est, ut appareat, eam omnino insensibi- 
lem esse. 

Deinde omnes longitudines tum planetae tum terrae reducendae sunt ad 
aequinoctium vernale medium pro aliqua epoclia, pro qua adoptabimus initium 
anni 1805; subducta itaque natatione adhuc adiicienda est praecessio, quae pro 
tribus observationibus resp. est ll“87, 10"23, 8" 86, ita ut pro observatione 
prima addere oporteat — 3"56, prosecanda — 5” 28, pro tertia — 6"74. 

Denique longitudines et latitudines Iunouis ab aberratione fixarum purgan- 
dae sunt; sic per regulas notas invenitur, a longitudinibus resp. subtrahi debere 
19”l2, 17”ll, 14”82, latitudinibus vero addi 0"53, 1 ” 1 8 , I " 7 5 , perquam 
additionem valores obsoluti diminutioneni patientur, quoniam latitudines australes 
tamquam negativae spectantur. 


151. 

Omnibus hisce reductionibus rite applicatis, vera problematis data ita se 
habent : 
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Observationum tempora ad meri- 
dianum Parisinum reducta. . . Oct.5, 458644 17,421885 27,393077 

Iunonis longitudines a, a’, a". . . 354”44’ 3l'60 352*34'22’l2 35 1*34' 30'0 1 

latitudines 6 , 6 ', 6 " — 4 59 31,06 —0 21 55,07 ' — 7 17 50,95 

longitudines terrae 2, I, T . . . . 12 28 27,76 24 19 49,05 34 16 9,65 

logarithini distantiarum i?, i?', R" 9,9996826 9,9980979 9,9969678 

Hinc calculi art. 136. 137. numeros sequentes producunt 


f, y, 7 " | 196* 0 8 "36 191*58" o'"33 190*4r40"l7 

8 , 5, 8 ' ] 18 23 59,20 32 19 24,93 43 1 1 42,05 

logarithmi sinuum 9,4991995 9,7281 105 9,8353631 

AD, AD', AD" i 232 6 26,44 213 12 29,82 209 43 7,47 

A"D, AD', AD" 241 51 15,22 234 27 0,90 221 13 57,87 

2 19 34,00 7 13 37,70 | 4 55 46,19 

logarithmi sinuum 8,6083885 9,0996915 8,9341440 

logsinfe’ 8,7995259 

logcos|e ! j 9,9991357 

Porro secundum art. 1 38. habemus 

logtang 6 8,941 2494 n logtangS ...... 9,1074080 n 

logsin(a” — l") . . . . 9,7332391 n logsiti(a — l) .... 9,6935181 n 

logcos(a” — ?') . . . . 9,9247904 logcos(a — I) .... 9,9393180 

Hinc 

log(tang 6 cos(a ’ — l) — tang 6 'cos(a — l)) = logici n t . . . 8,5786513 


logsin(a’ — a) = log Toos t 8,7423191 n 

Hinc t = 145*32' 57'78 log T 8,8260683 

/ + 7 ' = 337 30 58,11 logsin(<-(- 7 ) . . . . 9,582544 ln 

Denique 

log(taiig 8 sin (a“ — i") — tang 8 "sin(a — V)) — logS .... 8,2033319n 

log Tsin (i — j- 7 ") 8,4086124 u 

unde logtang(S" — 0 ) . 9,7947195 

0 —0 = 31*56" U'8t, adeoque o = 0*23' 13" 12. 

G. th. M. 24 
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Secundum art. 110. fit 


AD — 

V 

= 

191* 

15' 

18"S5 

log sin . 

. 9,2904352n 

logcog. 

. 9,9915661 n 

AD — 

0 

= 

104 

48 

30,62 

V 

1} • 

. 9, 4075427n 

» w • 

. 9,9853301 11 

AD— 

> " 
0 

= 

108 

30 

33, 17 

W 

»J * 

. 9,505066711 



AD — 

0 -p 0 

= 

200 

10 

14,63 

J? 

w • 

. 9,5375909n 



AD"— 

•6 

= 

101 

10 

8,27 

V 

n • 

. 9,2928554n 



AD"- 


= 

189 

17 

46,00 

« 

h • 

. 9,208272311 




Hinc sequitur 


log « 

9,5494437, a = -j- 0,3543592 

l°g* 

9,8613533 

Formula 13. produceret log/i = 9,861 353 1 , sed valorem illum praeferimus, 

quoniam sin (..4 D — o a) 

maior est quam sin (A D" — 2’-f- a). 

Porro fit per art. 14 1. 


3 log i? ' sin d . . . . 

9,1786252 

l°g 2 

0,3010300 

log siu 3 ...... 

7,829560 1 

7,3092153 adeoque loge = 2,6907847. 

log** 

9,8013533 

log COS 0 

9,9999901 


9,8613632, unde h - = 0,7267135. 

Hinc eruitur 


d = 

- 1,3625052 

loge = 

8,39295 18 n 

Denique per formulas art. 143. eruitur 

l»g* 

. 0,O913394 n 

log*' 

. 0, 5418957n 

log* 

. 0,4864480u 

iogr 

. 0,I59235 2ii 
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15 2 . 

Calculis praeliininaribus hoc modo absolutis, ad hypotliesiu primani trans- 
imus. Intervallum temporis (non correctum) inter observationem secundani et 
tertiam est dierum 9,971192, inter primam et secundam II, 96324 1. Logarithmi 
horum numerorum sunt 0,9987471 et 1,0778489, unde logO = 9,2343285, 
logO" = 9,3134303. Statuemus itaque ad hypothemn primam 

x == log/* = 0,079 10 1 8 
_i/ = log$ = 8,5477588 

Hinc tit 

P = 1,1997804, P+rt = 1,5541396, P-f- d = — 0,1 627248 

loge 8,39295 18 n 

log(P+a) . . 0,1914900 
C.log(P-f-</). . 0,78854 63 n 

logtangio . . . 9,3729881, unde •= + l3*19’5t’S9, io + o = -f- 1 3°40 5 0 1 . 

log Q 8,5477588 

loge 2,6907847 

logsiuw. . . . 9,3612147 

log<?csmoi . . 0,5997582 

Aequationi Qc sinio sin z l = sin (z — 13°40'5 0 1) paucis tentaminibus factis satis- 
fieri invenitur per valorcm z = 14*35 4 90, unde fit logsinz = 9,4010744, 
logr' = 0,3251340. Aequatio illa praeter hanc solutionem tres alias admittit, 
puta 

z = 32* 2 28" 
z = 137 27 59 
z = 193 4 18 

Tertiam reiicere oportet, quod sinz negativus evadit; secundam, quod 
fit quam o; prima respoudet approximationi ad orbitam terrae, de qua in 
loquuti sumus. 

24* 


z maior 
art. 142. 
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Porro habemus secundum art. 143. 


log b 

, . 9,8648551 

• • • 

. . 0,1914900 

C. log sin (z — a) . 

. . 0,6103578 



. . 0,6667029 

logi' 

. . 0,0791018 



. . 0,587601 t 


z-\- AD — S' = Z-\- 199*47’ 1*5 1=21 4°22’ 6“41; logain = 9,75 1 6736 n 
ss -j- vl IX — fi' = 3-f- I 88 54 32,94 = 203 29 37,84; logain = 9,6005923 n 


Hinc fit 

'ogP 

= 9,9270735 n 

1 °«P 

= 0, 0226459n 

ac dein 

logi/ 

= 0,2930977 n 

logi/ 

= 0,2580086n 

unde prodit 





r 

= 203*1 7 31' 22 

logr 

= 0,3300178 



= 210 10 58,88 

logr' 

== 0,3212819 

Denique 

per art 14 4. obtinemus 




*(«*+ “) 

= 205*18' 10"53 




u) 

= — 3 14 2,02 




f 

= 3 48 14,66 




log sin 2 f 

. . . . 9,1218791 

logsin2y'. . 

. . 9,1218791 


logr. . . 

. . . . 0,3300178 

logr" . . . . 

. . 0,3212819 


C-log"-^ 

. . . . 9,3332971 

C.log" B I . . 

. . 9,4123989 


log sin 2 / 

. . . . 8,7851940 

log sin 2 /” . 

. . 8,8555599 


2/ 

= 3” 29” 46*03 

2./" 

= 4” 6' 43 "28 


Aggregatum 2 f 2 j~ hic a 2 f tantummodo 0"0 1 differt. 

Iam ut tempora propter aberrationem corrigantur, distantias p, p', p" 
per formulas art. 145. computare, ac dein per ipsas tempus 493' vel 0*005706 
multiplicare oportet Ecce calculum 
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togr . . . . 

. . 0,33002 

logr'. . . 

. . . 0,32513 



. 0,32128 

logsin(j4/) — 

C) . 9,23606 

log sin (8' — 

- Z ) . 9,48384 

logsinL4'7/-n 

. 9,61384 

C. log sin S. . 

. . 0,50080 

C. log sino 

. . . 0,27189 

O.logsinS” . . , 

. 0,16464 

logp . . . . 

. . 0,06688 

logp . . 

. . . 0,08086 

•°gp'' 

. 0,09976 

logeonst. . . 

. . 7,75633 


7,75633 


7,75633 

logreduction 

iis . 7,82321 


7,83719 


7,85609 

reductio 

= 0,006656 


0,006874 


0,007179 

ObdPrvatioiuim Tenijm' a C4>nectsi 

Intervalla 

Lo^ariUitni 



I. Oct. 5,45 1988 

II. 17,415011 

111. 27,385898 

1 l ll 963023 
9,970887 

1,0778409 

0,9987339 



Fiunt itaque logarithini quantitatum (J, f> ' correcti 0,2343153 et 0,3134223. 
Incipiendo iam determinationem elementorum ex /, r, r", h prodit logr, = 
0,0002295, perinde ex r, r, b" fit log»;'’ = 0,0003 1 91. Hunc calculum 
in Libri primi Sect III. copiose explicatum hic apponere supersedemus. 

Tandem habemus per art 1 16. 


logb" 9,3134223 2logr' 0,6502690 

C.logO 0,7656847 O.logrr" .... 9,3487003 

log?) 0,11002285 logOO” 8,5477376 

U.logr, 9,9996809^ C.logr ( r ( ". . . . 9,9994524 

log./' 0,0790164 C. logOOfl/ . . . 0,0002022 

C. log cos f , . . 0,0009579 
C. lo geo » f . . . 0,0002797 
log(^’ 8,5475991 


E prima itaque hypothesi resultat .V = — 0,0000854, Y = — 0,0001607. 

153. 

In hypothesi secunda ipsis Q eos ipsos valores tribuemus, quos in 
prima pro P , Q invenimus. Statuemus itaque 

X — log P = 0,0790164 
y = log Q = 8,5475981 
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UBEK 11. SECTIO I. 


Quum calculus hic prorsus eodem tuodo tractandus sit, ut in hypothesi 
prima, praecipua eius tnomenta hic apposuisse sufficiet: 


10 

. 13* 15’ 38" 13 

C” 

210* 8 24~98 

IU +0. . . . 

. 13 38 51,25 

logr 

. . 0,3307676 

log Resimo. 

. . 0,5989389 

logr' . . . 

. . 0,3222280 

z 

. 14 33 19,00 

1 («"+“) . 

205 22 15,58 

logr’ .... 

. . 0,3259918 

!(«'—«) • ■ 

—3 14 4,79 

W? ■ • • 

. . 0,6675193 

%f 

. 7 34 53,32 

lo S$' • • • 

. . 0,5885029 

2 / 

. 3 29 0, 18 


203 16 38,16 

•2 r 

, . 4 5 53, 12 


Reductiones temporum propter aberrationem denuo computare operae haud 
pretium esset, vix enim 1 ab iis quas in hypothesi prima eruimus differunt. 

Calculi ulteriores praebent logq = 0,0002270, logr, = 0,0003173, unde 
deducitur 

log/*'= 0,0790167, .V = +0,0000003 
log#' = 8,54761 10, }"= + 0,0000129 

Hinc patet, quanto adhuc magis exacta sit hypothesis secunda quam priiua. 


151. 


Ne quidquam desiderandum relinquatur, adhuc tertiam, hypothesin ex- 
truemus, ubi rursus viliores ipsarum P\ Q' in hypothesi secunda emtos tam- 
quam valores ipsarum P . , Q adoptabimus. Statuendo itaque 


a- = log P = 0,0790167 
>) = log<? = 8,54761 10 
calculi momenta haec inveniuntur: 




. 13* 15' 38" 39 

, • « , . « 

. 210* 8' 25 '65 

IO + 3 . . . . 

. 13 38 51,51 

logr. . . . 

. . . 0,3307640 

log Qc simo. 

. . 0,5989542 

logr' . . . 

. . . 0,3222239 

Z 

. 14 33 19.50 

i («'+«) • 

. 205 22 14,57 

logr' . . . . 

. . 0,3259878 

!(«"—«) . 

. —3 14 4,78 

• • • 

. . 0,6675154 

2/ 

. . 7 34 53,73 

1 *V' 

log-„ . . . 

. . 0,5884987 

2/ .... 

. . 3 29 0,39 

p 

203 16 38,4 1 

2 r — 

..4 5 53,34 
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Omnes hi numeri ab iis quos livpotliesia secunda suppeditaverat tam parum 
differunt, ut certo concludere liceat, hypothegin tertiam nulla amplius correctione 
indigere *). Progredi itaque licet ad ipsam elementorum determinationem ex 
if , r, r", h , quam huc trnnascribere supersedemus, quum iam supra art. 97. 
exempli loco in extenso allata sit. Nihil itaque supereat, nisi ut positionem plani 
orbitae ad normam art. 149. computemus, epochamque ad initium anni 1995 
transferamus. Calculus ille superstruendus est numeris sequentibus: 

A/) —'= 9*55 51 4 l 

4(f -)-«) = 292 18 13,855 

} ( T — «) = —6 18 5, 4 95 

unde derivamus 


4(^ 4-//)= 196*43' 14' «2 

i(if~h) — —4 37 24,41 
J/ = 6 33 12,05 

Fit igitur h = 201*20’ 39"o3, adeoque £)! = / — h = 171*7’ 49”73; porro 
< 7 = 192*5’ 50*21, et proin, quum anomalia vera pro observatione prima in 
art. 97. inventa sit = 3 1 0*55 29”fi4 , distantia perihelii a nodo ascendente in 
orbita = 24 1*10' 20*57, longitudoque perihelii = 52’18'9"30; denique incli- 
natio orbitae = 13*6’ 4 4* 10. — Si ad eundem calculum a loco tertio proficisci 
malumus, habemus 

AD' — C" = 24* 1 8' 35*25 

HY*+ w ") = ,yfi 24 3 4,98 
|(y '—«*) = —5 43 14,81 

Hinc elicitur 


K'/+ A “) = 21 1*24 32 45 
Ug—K) =— II 43 4 8,48 
\i = 6 33 22,05 

atque hinc longitudo nodi ascendentis =/" — /<"= 1 7 1 7 48 72, longitudo peri- 
helii =5 2’ 18’ 9 '30, inclinatio orbitae = 13*6'44*10, prorsus eaedem ut ante. 

•) S» cal< ulus perinde ut in liypothesibu* antecedentibus ad finem perduceretur, prodiret X = 0 , 
Y = 4* o,oooiuk> 3, qui valor tamquam evanescens considera ndus est, et vix supra inrertitudinera figurae 
deciumli ultimae «emper inhaerentem exsurgit. 
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UBER II. SECTIO I. 


Intervallum temporis ab observatione ultima usque ad initium anni 1805 
et dierum 64,614 102; cui respondet motus helioccntricus medius 53293“66 
= 14*48' 13*66; hinc fit epocha anomaliae mediae pro initio anni 1805 in 
meridiano Parisino = 349*34’ 12“ 38, atque epocha longitudinis mediae = 
41*52’ 21” 68. 

155. 

Quo clarius elucescat, quanta praecisione elementa inventa gaudeant, locum 
medium ex ipsis computabimus. Pro Oct. 17,415011 anomalia inedia inveni- 
tur = 332*28’54”77, hinc vera 315*1 23"02 atque logr = 0,3259877 (vid. 
exempla ait. 13. 14.); illa aequalis esse deberet anomaliae verae in observatione 
prima auctae angulo 2 f, vel anomaliae verae in observatione tertia diminutae 
angulo 2 f t i. e. = 3 1 5 ” 1 ' 2 2"9 8 ; lognrithmus radii vectoris vero = 0,3259878: 
differentiae pro nihilo habendae sunt. Si calculus pro observatione media usque 
ad locum geocentricum continuatur, numeri resultant ab observatione paucis tan- 
tum minuti secundi partibus centesimis deviantes (art. 63.), quales differentiae ab 
erroribus inevitabilibus e tabularum praecisione limitata oriundis quasi absorbentur. 

Exemplum praecedens sumina praecisione ideo tractavimus, ut appareat, 
quam facile per methodum nostram solutio quam accuratissima obtineri possit. 
In ipsa praxi raro opus erit, hunc typum aeque anxie imitari: plerumque sufficiet, 
sex figuras decimales ubique adhibere, et in exemplo nostro secunda iam hypo- 
thesis praecisionem haud minorem, primaque praecisionem abunde sufficientem 
suppeditavisset. Haud ingratam tore lectoribus censemus comparationem ele- 
mentorum ex hypothesi tertia erutorum cuin iis, quae prodeunt, si hypo thesis se- 
cunda vel adeo prima perinde ad eundem scopum adhibitae fuissent. Haec tria 
elementorum systemata in schemate sequente exhibemus: 



**x hyiKitlifsi III. 

ex byiK.thexi II. 

ex liypothmi I. 

Epocha longit med. 1805 

| 4t*52'2l"68 

41 

*52 1840 

4 2*1 2 37 83 

Motus medius diurnus 

824’ 7989 


S24" 7983 

823*5025 

Perihelium 

52 18 9,30 

52 

18 6,66 

52 41 9,81 

¥ 

14 12 1,87 

14 

1 1 59,94 

14 24 27,49 

Logar. semiaxia maioris 

0,4224389 

€ 

,4224392 

0,4228944 

Nodus ascendens 

171 748,73 

171 

7 49, 15 

171 5 48,86 

Inclinatio orbitae 

13 6 44,10 

13 

6 46,12 

15 2 37,50 
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Computando locum heliocentricum in orbita pro observatione media per 
secundum elementorum systema, invenitur error logarithmi radii vectoris = 0, 
error longitudinis in orbita = 0 03 ; computando vero istum locum per systema 
ex bypothesi prima derivatum prodit error logarithmi radii vectoris = 0,0000002, 
error longitudinis in orbita = l"3 1. Continuando vero calculum usque ad locum 
geocentricum invenitur: 

n bypotbeii II. e* hypnthni I. 

Longitudo geocentrica 33 2*34 22 28 352*34 19 97 

Error 0,14 2, 1 5 

Latitudo geocentrica 8 21 55,06 6 21 54,47 

Error I 0,01 0,60 


156. 

Exemplum secundum a Pallade sumemus, cuius observationes sequentes 
Mediolani factus e Commercio lite vario clar. de Zach., Y T ol. XIV.' pag. 90 excer- 
pimus: 

Tempus mutilum UeiUol. : Asc. recta app. Declin. app. 

I S05 Nov. 5. 1 4 *■ 1 4"“ 4* 78*20 37 ^ 27*16'56'7 Austr. 

Dee. 6 . 1 1 51 27 73 8 48,8 32 52 44,3 

1806 Ian. 15. 8 50 36 67 14 1 1, 1 ! 28 38 8,1 

Loco eclipticae hic aequatorem tamquam planum fundamentale accipiemus, 

calculoque ita defungemur, ac si orbita penitus adhuc incognita esset. Primo e 
tabulis Solis pro temporibus propositis sequentia petimus: 


. „ 1 

longitudo Solia ab 
arquio, med. 

1 

Distantia a terra 

| 

Latitudo 

Solis 

Nov. 5 

223*14' 7 6 1 

0,990431 1 

-f 0' 59 

Dec. 6 

254 28 42,59 

0,98 4 G 75 3 | 

+ 0,12 

Ian. 15 

295 5 47,62 

0,9838153 ; 

— 0, 19 


Longitudines Solis, adiectis praecessionibus -(- 7 59, -f-3'36, — 2 11 ad 
initium anni 1806 reducimus, ac dein, adhibita obliquitate media 23*27 53 53 
u. TU. m. 25 
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latitudinumque ratione rite habiti, i incensiones rectas et declinationes inde dedu- 
cimus. Ita invenimus 

Ascensio recta Solis Declinatio Solis 

Nov. 5 220*40 44*65 J 15*49*43 94 Austr. 

Dec. 6 253 9 23,26 22 33 39,45 

Inu. 15 297 2 51, II 21 8 12,98 

Hae positiones ad centrum terrae referuntur, adeoque parallaxi adiecta ad 
locum observationis reducendae sunt, quum positiones planetae a parallaxi pur- 
gare non liceat. Reetascensiones ipsius zcnitli in hoc calculo adhibendae cum 
rectascensionibus planetae conveniunt (quoniam observationes in ipso meridiano 
sunt institutae), declinatio vero ubique erit altitudo poli = 15*29’. Hinc eruun- 
tur numeri sequentes: 



Asc. recta terrae 

Declinatio terrae 

L<>c. ilist. a Sole 

Nov. 5 

40*46*48 51 

15*49* 19**59 Bor. 

9,9958375 

Dec. 6 

73 9 23,26 

22 33 42,93 

9,9933099 

Ian. 15 

117 2 46,09 

21 9 1 7, 29 

9,9929259 


Loca observati Palladis a uututione et aberratione lixarum liberanda, ac 
dein adiecta praecessione ad initium anni 1906 reducenda sunt Hisce titulis 
sequentes correctiones positionibus ob 8 ervatis applicare oportebit: 

Observatio I. s Observatio 11. ! " Observatio 111. 

;i Asc. r. , Derl. Asr. r. Deci. Asc. r. Deci. 

Nutatio — 1 2*86 — 3" 08 , — 13"68 — 3**42, — 13**06 — 3* 75 

Aberratio —18, 13 — 9,89 —21,51 — 1,63 —15,60 -f 9,76 

Praecessio + 5,43 0,62 + 2,55 -f- 0,39 — 1,51 — 0,33 

Summa —25,56 —12,35 — 32,64 — 4,66- — 30,17 -(- 5,68 

Hinc prodeunt positiones sequentes Palladis, calculo substruendae: 

T. m. Parisinum Asc. recta Declinatio 

Nov. 5,574074 78*20* 12**24 —27*17 9 05 

36,475035 73 8 16,16 —32 52 48,96 

76,349444 67 13 40,93 — 29 38 2,42 
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157. 

Primo nunc situm circulorum maximorum h locis heliocentricis terrae ad 
locos geocentricos planetae ductorum determinabimus. Intersectionibus Lorum 
circulorum cum aequature, aut si mavis illorum nodis ascendentibus, characteres 
31, 31 , 31 adseriptos concipimus, distantiasque punctorum B, B\ B" ab his 
punctis per A, A’, A' designamus. In maiori operationum parte pro A, A', A" 
iam 31, 31 , 31", et pro i, i', i" iam A, A', A" substituere oportebit; ubi vero 
A, A, A ", 6, i , 6" retinere oporteat, lector attentus vel nobis non monentibus 
facile intelliget. 

Calculo facto iam invenimus 


Ascens. recta punctorum 

31,31,31" 233*54' 57” 1 0 253" 8 57"01 276*40'25"87 

■j, f , t" 51 17 15,74 90 I 3,19 131 59 58,03 

A, A', A" 215 58 49,27 212 52 48,96 220 9 12,96 

i, i, i" 56 26 34,19 55 26 31,79 1 69 10 57,84 

3171, 31/7, 31/>" .... 23 54 52,13 30 18 3,25 29 8 43,32 

3 l"D, 3171, 3171" ... 33 3 26,35 31 59 21,14 22 20 6,91 

| 47 1 54,69 89 34 57,17 42 33 41, 17 

logarithmi sinuum • • • | 9,8643525 j 9,9999885 ' 9,8301910 

logsiu^t ! 9,8478971 

logeosjs J 9,8510614 \ 


In calculo art. 138. pro l' ascensio recta puncti 31 adhibebitur. Sic in- 
venitur 

logTsiiif 8,4868236 n 

logTcosl 9, 2848162u 

Hinc f = 189’2' 48 83, log T = 9,2902527 ; porro == 279"3'52'o2, 

logS 9,0 11 0566 n 

log T sili (<+ 7 ) . . 9,2847950n 

unde A ' — a = 208” l'55”64, atque 0 = 4°50 53 32. 

In formulis art. 140. pro a , b, et * ipsos sini, sini’, sini" retinere 
oportet, et perinde in formulis art. 14 2 . Ad hos calculos habemus 

25* 
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a"/)— A" = 

171*50' 8' 18 

logsin . . 9,1523306 logeos . 

. 9,9955759n 

« D— A = 

174 19 13,98 

8,9954722 

, 9,9978629 n 

VD — A" = 

172 54 13,39 



a /> — a - f 0 = 

175 52 50,49 



a D " — a = 

173 9 54,05 



a ir— a’+ 3 = 

174 18 11,27 



Hinc elicimus 

logx = 

0,9211850, 

logX = 0,0812057u 


logx'= 

0,81 12762, 

logX"= 0,0319691 » 


log« = 
logi = 

0,1099088, 

0,1810404 

a = -f- 1,2879790 


lo s fl fc = 

0,0711314, unde fit logi = 0,1810402. 



Inter hos duos valores tantum non aequales medium log i = 0,1810403 adop- 
tabimus. Denique prodit 


loge = 1,0450295 

d = -f- 0,4489900 
loge = 9,2102994 

quo pacto calculi praeliminares absoluti sunt. 

Temporis intervallum inter observationem secundam et tertiam est dierum 
39,874409, interprimam et secundam dierum 30,900961 : hinc iit logO = 
9,8302757, logf) == 9,7255533. Statuimus itaque ad hypothesin primam 

x = logP = 9,8892776 
y = log^) = 9,5616290 
Praecipua dein calculi momenta haec prodeunt: 

to-f o = 20*8’46‘ - 72 
log^c sinto = 0,0282029 
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Hinc fit valor verus ipsius z = 21’ 1 l'24'3o, atque logr = 0,3509379. Tres 
reliqui valores ipsius z aequationi IV. art. 14 1. satisfacientes in hoc casu fiunt 

2= »3*4112' 
z = 101 12 58 
Z — 199 24 7 

c quibus primus tamquam approximatio ad orbitam terrestrem spectandus est, 
cuius quidem aberratio, propter nimium temporis intervallum, longe hic maior 
est, quam in exemplo praecedente. — E calculo ulteriori sequentes numeri 
resultant: 


r 



. . . . 195*12' 2 48 

f * 

. . . . 196 57 50,78 

logf 

0,3647022 

l"g r ’ 

0,3355758 

i («"+«) • • • 

. . . . 266 47 50,47 

!(“”—«) • • • 

. . . —43 39 5,33 

2/ 

.... 22 32 40,86 

2/ 

13 5 41,17 

2/" 

.... 9 27 0,05 


Differentiam inter 2 f et 2 f -f 2/", quae hic est o"36, inter 2/ et 2./ ita 
dispertiemur, ut statuamus %f = I 3*5" 40 90 , i.f ~— 9*26 59 "90. 

Corrigeuda iam sunt tempora propter aberrationem, ubi in formulis art. 145. 
statuendum est Al>' — £ — 91 D — A-(-S — ' , AD' — £’=Sl D — A -(- 5 — ' . 
Habemus itaque 

logr 0,36470 logr 0,35094 logr" 0,33557 

logsin(yl/> — £).. 9,76462 1. siti (3 — z) . 9,75038 logsiu(/f 9,84220 

C.logsin3 0,07918 C.logsino. . 0,0843 1 C.logsini o, 02932 

logcoust 7,75633 logeonst. .. 7,75633 logeoust. 7,75633 

7,96483 7,94196 7,96342 

lieductio temporis 0,009222 0,008749 0,009192 
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L1BEK n. SECTIO I. 


Hiuc prodeunt 


Tempora cflrreeta 

Iutei-ralla 

Loirarithmi 

Nov. 5,564852 

30,901434 

1,4899785 

36,466286 

76,340252 

39,873966 

1,6006894 


unde derivantur logarithmi eorrecti quantitatum 8, ff resp. 9,8362708 atque 
9,7255599. Incipiendo dein calculum elementorum ex r\ r", 2/, 9, prodit 
logt; = 0,003 192 1 , sicuti ex r, r', 2 /’, 6 obtinemus logr ( = 0,0017300. 
Hitic colligitur logP'= 9,8907512, log Q = 9,57 1 2864 , adeoque 

X= +0,0014736, 7= -f 0,0094574 
Praecipua momenta hypothesis secundae, in qua statuimus 

x — logP = 9,6907512 
y = log<? = 9,5712864 

haec sunt: 


<i> -J- o 

. . . 20* 8' 0' 87 

log Q e sin o» . . 

.... 0,0373071 

z 

... 21 12 6,09 

t°g r ' 

.... 0,35071 10 

r 

. . 195 16 59,90 

r" 

v 

. . 196 52 40,63 

logr 

. . . . 0,3630642 

log' - 

.... 0,3369708 

*(«"+“) . . . 

. . 267 6 10,75 

}(""—«) , . . 

. —43 39 4,00 

if 

... 22 32 6,69 

'if 

... 13 1 54,65 

if 

... 9 30 14,38 


Differentia o"31 inter 2 f et if -f- 2/", ita distribuenda est, ut statuatur 2/ = 
13*l'54'45, 2 f =9'3014"24. 
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Si operae pretium videtur, correctiones temporum hic denuo computare, 
invenietur pro observatione prima 0,009169, pro secunda 0,008742, pro tertia 
0,009236, adeoque tempora correcta Nov. 5,564905, NoV. 36,466293, Nov. 
76,340280. Hinc fit 


^gO 

9,8362703 

log r 


1(, g T i 


i°gV 


log^ 5 

9,8907268 

log Q 



Hoc itaque modo ex hypothesi secunda resultat 

A” = —0,000024 4, Y = — 0,0002271 
Denique in hypothesi tertia , in qua statuimus 
X = logi J = 9,8907268 
y = logV = 9,5710593 
praecipua calculi momenta ita se habent: 


U> -j- 0 . . • . 

. ... 20° 8 1 62 

| logr" . . . . 

.... 0,3369536 

log Q e sin <o 

0,0370857 

!(>' +«) • 

. . 267° 5' 53"09 

z 

. ... 21 12 4,60 

{(„"—«) . . 

. . —43 39 4,19 

logr' . . . . 

. ... . 0,3507191 



. . . 22 32 7,67 

r 

. . . 195 16 54,08 

*/ 

... 13 1 57,42 

r* 

•% • ••••• 

. . . 196 52 44,45 

2 r 

.... 9 30 10,63 

logr .... 

0,3630960 



Differentia 0 38 

hic ita distribuetur, 

ut st<ituatur 2 / 

= 13° 1*5 7" 30 , 


9° 30' 10' 47*). 

Quum differentiae omnium horum numerorum ab iis, quos hypothesia se- 
cunda suppeditaverat, levissimae sint, tuto iam concludere licebit, hypothesin 

•) llaecce differentia maiuscula , in nmnibusque hypntbesibus tantum non aequalia , ad maximam 
partem inde orta est, quod o duabus fere partibus centesimis minuti secundi iusto minor, logarithmusque 
ipsius b aliquot unitatibus iusto maior erutus erat. 
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tertiam nulla amplius correctione opus habituram, adeoque hypothesin novam 
superfluam esse. Quocirca nunc ad calculum elementorum ex 2 /, r, r“ 
progredi licebit: qui quum operationibus supra amplissime iam explicatis con- 
tineatur, elementa ipsa inde resultantia in eorum gratiam, qui proprio marte eum 


exsequi cupient, hic apposuisse sufficiet: 

Ascensio recta nodi ascendentis in aequatore I58‘40' 38" 93 

Inclinatio orbitae ad acquatorem 11424 9, 13 

Distantia perihelii a nodo illo ascendente 323 14 56,92 

Anomalia media pro epocha 1806 335 413, 05 

Motus medius (sidereus) diurnus 770 2662 

rf 14 9 3,91 

Logarithmus semiaxis maioris 0,4422438 


158. 

Duo exempla praecedentia occasionem nondum suppeditaverunt, methodum 
art. 120. in usum vocandi: hyyothescs enim successivae tam rapide converge- 
bant, ut iam in secunda subsistere licuisset, tertiaque a veritate vix sensibiliter 
aberraret. Revera hocce commotio setnper fruemur, quartaque hypothesi super- 
sedere poterimus, quoties motus licliocentricus modicus est, tresque radii vectores 
non nimis inaequales sunt, praesertim si insuper temporum intervalla parum 
inter se discrepant. Quanto mugis autem problematis conditiones huic recedunt, 
tanto fortius valore» primi suppositi quantitatum Q a veris different, tanto- 
que lentius valores sequentes ad veros convergent. In tali itaque casu tres qui- 
dem primae hypotheses ita absolvendae sunt, uti duo exempla praecellentia mon- 
strant (ea sola differentia, quod in hypothesi tertia non elementa ipsa, sed,' per- 
inde ut in hypothesi prima et secunda, quantitates rj , r ( , P , Q, X, Y com- 
putare oportet): dein vero haud amplius valores postremi ipsarum /’, Q' tam- 
quam valores novi quantitatum Q in hypothesi quarta accipientur, sed hi 
per methodum art. I 20 . e combinatione trium primarum hypothesium eruentur. 
Rarissime tunc opus erit, ad hypothesin quintam secundum praecepta art. 121. 
progredi. — Iam hos quoque calculos exemplo illustrabimus, ex quo simul elu- 
cebit, quam late methodus nostra pateat. 
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159. 

Ad exemplum tertium observationes sequentes Cereris eligimus, quarum 
prima Bremae a clar. Olbeks, secunda Gottingae a clar. Hakding, tertia Lilicn- 
tbalii a clar. Bessel instituta est. 


Tempus medium loci observationis A st' recta Declin. borea). 


1905 

Scpt. 

5. 

13” 

8” 

5f| 

95” 

59’ 

25" 

22* 

21' 

25" 

1806 

Ian. 

17. 

10 

58 

51 

101 

18 

40,6 

30 

21 

22,3 

1906 

Maii 

23. 

10 

23 

53 i 

121 

56 

7 

28 

2 

45 


Quum methodi, per quas parallaxis et aberrationis rationem habere licet, 
si distantiae a terra tamquam omnino incognitae spectantur, per duo exempla 
praecedentia abunde iam illustratae suit: superfluae laboris augmentationi in hoc 
tertio exemplo renunciabimus, distantiasque approximatas e Commercio litterario 
clar. de Zach (Vol. XI. p. 294) [Gauss Werke B. VI. S. 261] cum in finem excer- 
pemus, ut observationes ab effectu parallaxis et aberrationis purgentur. Has 
distantias tma cum reductionibus inde derivatis tabula sequens exhibet: 


Distantia Cereris a terra .... 
Tempus, intra quod lumen ad 

2,899 

1,638 

2,964 

terram descendit 

23” 49* 

13” 28* 

24“ 21* 

Tempus observationis reductum 

12 k 45” 5’ 

10 h 45“ 23* 

fl k 59”32* 

Tempus sidereum in gradibus . 

355” 55' 

97’ 59' 

210’ 41' 

Parallaxis ascensionis rectae . . 

+ l"90 

+ 022 

— l" 97 

Parallaxis declinationis 

— 2,08 

— 1,90 

-2,04 


Problematis itaque data, postquam a parallaxi et aberratione liberata, tem- 
poraque ad meridianum Parisinum reducta sunt, ita se habent: 



Asc. rccU 

Declinatio 

1805 Sept: 5. 1 2 k 1 9“ 1 4* 

i 95" 59' 23" 10 

22" 21' 27 "08 

1806 Ian. 17. 10 15 2 

101 18 40,38 

30 21 24,20 

180 6 Maii 23. 9 33 18 

121 56 8,97 

28 2 47,04 


o. tb. m. 26 
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Es his ascensionibus rectis ct declinationibus deductae sunt longitudines et 
latitudines adliibita obliquitate eclipticae 23 27 55*90, 23 27 5 159, 23 27 53"27 ; 
dcin longitudines a natatione purgatae sunt, quae resp. fuit 17*31, + 17"88, 
— |— 1 S~ 00 , postcaque ad initium anni 1806 reductae, applicata praecessione 
-f* 1 5 98, — 2 39, — 1 9' 68. Denique pro temporibus reductis e tabulis excerpta 
sunt loca Solis, ubi in longitudinibus nutatio praetermissa, contra praecessio per- 
inde ut longitudinibus Cereris adiecta est. Latitudo Solis omnino neglecta. Hoc 
modo numeri sequentes in calculo adhibeudi resultaverunt: 


Tempus 1805. Sept. 

a, a’, a” 

8 , 8 ", 6 " 

i, r, r 

log lo gli" 


5,51336 139,4271 1, 265,39813 

95” 32' 18*56 99°49' 5"$7 118” 5' 28*85 

—0 59 31,06 4-7 16 36,80 -|-7 38 49,39 

342 54 56,00 1 17 12 43,25 241 58 50,71 

0,0031514 9,9929861 0,0056974 


lam calculi praeliminares in artt. 136 ... 140. explicati sequentia suppe- 
ditant: 


T» 


Tf' 

358’ 

55 

28 

'09 

150“ 

52 

11" 

49 

170’ 

48' 

4 4" 

79 


«'» 


112 

37 

9, 

66 

18 

48 

39, 

81 

123 

32 

52, 

13 

AD, 

AD', 

AD" 

15 

32 

‘1, 

40 

252 

42 

19, 

11 

136 

2 

22, 

3S 

A’D, 

AD\ 

AD" 

138 

45 

4, 

60 

6 

26 

«1. 

10 

358 

? 

57, 

00 

«» 

*’» 


29 

18 

8, 

,21 | 

170 

32 

59, 

08 

156 

6 

25, 

25 


o= 8° 5 2' 4" 05 

logn = 0, 1840193n u = — 1,5276340 

log b — 0,0040987 

loge — 2,0066735 

d = 1 17,50873 
loge = 0,8568244 

logx = 0,1611012 

logx" = 9,9770819« 

logX = 9,91 64090 n 

lo g r= 9,7 3 20127n 
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Intervallum temporis inter observationem primam et secundam est dierum 
133,91375, inter secundam et tertiani 125,97102: liinefit logO = 0,3358520, 
l°gO" = 0,3624 066, log^ = 0,0265546, logOft' = 0,6982586. Iam prae- 
cipua momenta hypothesium trium priinamm deinceps fonuatarum iu conspectu 
sequenti exhibemus: 


i. n. in. 

\ogP = r 0,0265546 0,0256968 j 0,0256275 


•c 

II 

0,6982586 

0,7390190 

0,7481055 

UJ -)- 0 

7*15’ I3"523 

7“ 14' 4 7" 139 

7’ 14’ 45*07 1 

log Resimo 

1 , 1 5 4 6 6 5 0 n 

l,1973925n 

1, 2066327n 

z 

7” 3’ 59 0 1 8 

7* 2 32870 

7* 2 1 6 900 

logr' 

0,41 11726 

0,4129371 

0,4132107 

r 

'■B 

160*10’ 4 6” 7 4 

160*20' 7" 82 

160” 22' 9' 12 

r~ 

262 6 1,03 

262 12 18,26 

262 14 19,49 

logr 

0,4323934 

0,4 291773 

0,428484 1 

logr" 

0,409471 2 

0,4071975 

0,4064697 

J («"+«) 

262*55 23” 22 

262"57' 6” 83 

262*57' 3 f 17 

J («” — u) 

273 28 50,95 

273 29 15,06 

273 29 19,56 

2 / 

62 34 28,40 

62 49 56,50 

62 53 57,06 

tf 

31 8 30,03 

31 15 59,09 

31 18 13,83 


31 25 58,43 

31 33 57,32 

31 35 43,32 

logr, 

0,0202496 

0,0203158 

0,0203 194 

logr/ 

0,0 21 1074 

0,0212429 

v 0,0212751 

logP’ 

0,0256968 

0,0256275 

0,0256289 

log© 

0,7390190 

0,7481055 

0,7502337 

X 

— 0,0008578 

— 0,0000693 

+ 0,0000014 

Y 

-j- 0,0 107604 

+ 0,0090865 

+ 0,0021282 


Iam designando tres valores ipsius X per A, A, A ; tres valores ipsius V 
per B, B\ B"\ quotieutes e divisione quantitatum AB" — AH AB — AB ”, 
A B' — A II per carundem aggregatum ortos resp. per k , k\ k\ ita ut habeatur 
k + k + A' = 1 , denique valores ipsorum log P et \<>gQ in hypothesi tertia per 
M et N (qui forent valores novi ipsarum ar, y, si hypothesiu quartam perinde e 
tertia derivare conveniret, ut tertia e secunda derivata fuerat): e formulis art. 1 20. 

26* 
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facile colligitur, valorem correctum ipsius x fieri = M — k(A'-}-A") — kA\ 
valoreinque correctum ipsius y = N — k(Ii -\- li ) — kli . Calculo facto prior 
eruitur = 0,0256331, posterior = 0,7509143. Hisce valoribus correctis iam 
hypothesin quartum superstruimus, cuius praecipua momenta haec sunt; 


U) -j- 0 . . • 

. . 7°1 4’ 45*247 

logr" . . . 

. . 0 

,4062033 

log<?csina> 

. . 1,2094284 n | 

i (»'+ «) • 

262’ 

57’ 

38*78 

z 

. . 7° 2 1 2*736 

}(«' — ") • 

273 

29 

20,73 

logr’ . . . 

. . 0,4132817 

2/ 

. 62 

55 

16,64 

C 

1 60*22 45*38 

2/ 

. 31 

19 

1,49 

C' 

262 15 3,90 

2/" 

. 31 

36 

15,20 

logr. . . . 

. . 0,4282792 






luter 2 f et 2/ -f- i f differentia 0 05 emergit, quam ita distribuemus, 
ut statuamus 2 /= 31° 19' 147, 2/" = 31° 36’ 15" 17. Quodsi iam e duobus 
locis extremis elementa ipsa determinantur, sequentes numeri resultant: 


Anomalia vera pro loco primo. 289° 7 39 75 

Anomalia vera pro loco tertio 352 25 6, 39 

Anomalia media pro loco primo 297 41 35,65 

Anomalia media pro loco tertia 353 15 22,49 

Motus medius diurnus sidereus 769"6755 

Anomalia media pro initio anni 1806 322°35'52’ 51 

Angulus 4 37 57,78 

Logarithnius semiaxis maioris 0,44 24661 


Computando ex hisce elementis locum heliocentricum pro tempore obser- 
vationis mediae, invenitur anomalia media 326° 19 25’ 72, logarithnius radii 
vectoris 0,4132825, anomalia vera 320°43’54’87: haecce distare deberet ab 
anomalia vera pro loco primo differentia 2 f ", sive ab anomalia vera pro loco 
tertio differentia 2 adeoque tieri deberet = 320*4 3 54 ”92, sicuti logarithnius 
radii vectoris = 0,4 1 3 28 1 7 : _ differentia 0 05 in anomalia vera, octoque unita- 
tum in isto logarithmo nullius momenti censenda est. 

Si hypothesis quarta eodem modo ad finem perduceretur, ut tres praece- 
dentes, prodiret JT = 0, Y = — 0,0000168, unde valores correcti ipsarum 
x y y lii colligerentur 
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x — log P = 0,0256331 (idem ut in hypo thesi quarta) 
y = log$ = 0,7508917 

Quibus valoribus si hypo thesis quinta superstrueretur, solutio ultimam quam ta- 
bulae permittunt praecisionem nancisceretur: sed elementa hinc resultantia vix 
sensibiliter ab iis discreparent, quae hypothesis quarta suggessit. 

Ut elementa completa habeantur, nihil iam supereat, nisi ut situs plani or- 
bitae computetur. Ad normam praeceptorum art. 119. hic prodit 


e loto primo e loco tertio 

g 354* 9 44 22 g\ . 57* 5' u' 9 I 

h 261 56 6,91 h” . . 161 0 1,6 1 

» ‘ 10 37 33,02 10 37 33,00 

80 58 19,06 80 5S 19,10 


Distantia perihelii a nodo ascendente . 65 2 4,47 65 2 4,5 2 

Longitudo perihelii 146 0 53,53 146 0 53,62 

Sumto itaque medio statuetur t = 10* 37' 33* 01, = 80*58 49" 08, longitudo 

perihelii = 146*0’ 53”57. Denique longitudo media pro initio anni 1806 erit 
= 108°36'46"08. 

160. 

In expositione methodi, cui disquisitiones praecedentes dicatae fuerunt, in 
quosdam casus speciales incidimus, ubi applicationem non patitur, saltem non in 
forma ea, in qua a nobis exhibita est. Hunc defectum locum habere vidimus: 
primo , quoties aliquis trium locorum geocentricorum vel cum loco respondente 
heliocentrico terrae, vel cum puncto opposito coincidit (casus posterior 
manifesto tunc tantum occurrere potest, ubi corpus coeleste inter Solem 
et terram transiit); 

seeumlo, quoties locus gcocentricus primus corporis coelestia cum tertio coincidit; 
tertio, quoties omnes tres loci geocentrici una cum loco heliocentrico terrae secundo 
in eodem circulo maximo siti sunt. 

Iu casu primo situs alicuius circulorum maximorum A B, AB', AB 
indeterminatus manebit, in secundo atque tertio situs puncti B*. In hisce itaque 
casibus methodi supra expositae, per quas, si quantitates I‘, Q tamquam cognitae 
spectantur, e locis geocentricis heliocentricos determinare docuimus, vim suam 
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perdunt: attamen discrimen essentiale hic notandum est, scilicet in casu primo 
hic defectus soli methodo attribuendus erit, in casu secundo et tertio autem ipsius 
problematis naturae; in casu primo itaque ista determinatio utique effici poterit, 
si modo methodus apte varietur, in secundo et tertio autem absolute impossibilis 
erit, locique helioccntrici indeterminati manebunt. Haud pigebit, hasce relationes 
paucis evolvere: otnuia vero, quae ad hoc argumentum pertinent exhaurire et» 
minus e re esset, quod in omnibus his casibus specialibus orbitae determinatio 
exacta impossibilis est, ubi a levissimis observationum erroribus enormiter affi- 
ceretur. Idem defectus e thunnum valebit, quoties observationes haud quidem 
exacte, attamen proxime ad nliquem horum casuum referuntur: quamobrem in 
eligendis observationibus huc respiciendum, probeque cavendum est, ne adhibeatur 
ullus locus, ubi corpus coeleste simul in viciniis nodi atque oppositionis vel con- 
iunctionis versatur, neque observationes tales, ubi corpus coeleste in ultima ad 
eundem locum geocentricuin proxime rediit, quem in prima occupaverat, neque 
demum tales, ubi circulus maximus a loco helioceu trico terrae medio ad locum 
, geocentricuin medium corporis coelestis ductus angulum acutissimum cum dire- 
ctione motus geooentrici format, atque locum primum et tertium quasi stringit 

161 . 

Casim primi tres subdivisiones htcienms. 

I. Si punctum 11 cum A vel cum puncto opjwsito coincidit, erit o = o 
vel = 1M)*; Y) £ > £ atque puncta //, D indeterminati erunt; contra •(: y , < 
atque puncta 1) , li* determinata; punctum C necessario coincidet cum A. 
Per ratiocinia, iis, quae in art. 1 40. tradita sunt, analoga, facile elicietur aequatio 
haecce : 

.. *8io(f— <0 R uinS' » 

i* sinr ‘/{"sine." * sin (A'D — W 

Omnia itaque, quae in artt. 141. 142. expositi sunt, etiam huc transferre licebit, 
si modo statuatur a = 0, atque b per ipsam aequationem 1 2. art. 1 40. deter- 
minetur, quantitatesque z, r \ , "Jir perinde ut supra computabuntur. Iam 

simulae z adeoque situs puncti O' innotuit, assignare licebit situm circuli 
maximi C C, huius intersectionem cum circulo maximo AD" L e. punctum 6’", 
et proin arcus CC', CC, CC sive lf, %f, lf\ hinc denique habebitur 

»'r' sin 2f f »'r' sin lf* 
r= . i » r — — . . -jr 

h r.n 2 f n sin 2/ 
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II. Ad casum eum, ubi panctum B cum A vel cum puncto opposito 
eoincklit, omnia quae modo tradidimus transferre licet, si modo omnia, quae ad 
locum primum spectant, cum iis, quae ad tertium referuntur, permutantur. 

III. Paullo aliter vero casum eum tractare oportet, ubi Ii' vel cum A' 
vel cum puncto opposito coincidit Hic punctum C cum A coincidet; 7 , e, £ 
punctaque D, />", Ii* indeterminata erunt: contra assignari poterit intersectio 
circuli maximi BB cum ecliptica *), cuius longitudo ponatur = / -)- t:. Per 
ratiocinia, iis, quae in art 140. evoluta sunt, similia, eruetur aequatio 


/f siutsiu f.t'7/ - 1") 

" . .t// — «J 


l ' ' Mnit 1 * 

+ " r «•W. ( r-T=id + " 


Designemus coCffioientem ipsius w, qui convenit cum a art. 140., per eundem 
characterem a, cot ! ffieientemque ipsius n' r per 8: ipsum a hic etiam per 
formulam 


— 0 

" — *) 

determinare licet. Habemus itaque 0 = «n-|- i v r-j- », qua aequatione cum 
his combinata 



Q = 2 - 1 ) r ■ ’, emergit *g±V‘ + r * + i Q = 0 


unde distantiam r elicere poterimus, siquidem nou fuerit 6 = 0, in quo casu 
nihil aliud illinc sequeretur, nisi P = — «. Ceterum etiamsi non fuerit 6 = 0 
(ubi ad casum tertium in art. sequ. considerandum delabcremur) , tamen semper 
6 quantitas perexigua erit, adeoque P parum a — a differre debebit: hinc vero 
manifestum est, determinationem conficientis valde lubricam fieri, neque 

adeo r ulla praecisione determinabilem esse. 

Porro habebimus r = — , p-, " T „ = — 1 , + ,r ■ dein simili modo 
ut in art. I 4 3, facile evolventur aequationes 


rsin C = 
r“sinC” = 
r sin (C — AD) = 


sin 7 
* sins' 


sin (V — 1') 

n’r ' sin y • /»* 

*-• 't t SIT) ( t /) 

n une v 7 

r" P , i. nT ”sin(C’ — A"D) 

sin 7 v 7 


•) Generalius, curo circulo maximo A A": sed brevitatis caussa eum tantummodo casum bic consi- 
deramus, ubi ecliptica tamquam piamini fumi amcatak accipitur. 
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e quarum combinatione cum aequatt. VIII. et IX. art. 143., quantitates r, C, r", C* 
determinare licebit Calculi operationes reliquae cum supra descriptis convenient 

162. 

In casu secundo , ubi B' cum B coiucidit, etiam D' cum iisdem vel 
cum puncto opposito coineidet Erunt itaque AD' — 8 et A"D' — 3” vel =0 
vel = 180”: unde ex aequationibus art 143. derivamus 

n'r' ^_sin«' Asini 

« — sint * «in(*+.<4'Z>— l') 

n'r' __ , sine' A"sint" 

*" V siuT’ ‘ sin (i +A'lA—V) 

B sin 8 sin c ’ sin (z -f- A D" — 8 ) = P It sin 3" sin c sin (z -f- AD — 8 ) 

Huic manifestum est, z, independenter a Q y per solam P determinabilem 
esse (nisi forte fuerit AD" = AD vel = AD + 180% ubi ad casum tertium 

adiumento valorum 

« = 1 ) r '‘ 

Manifesto igitur, P et Q tamquam data ab invicem indopendentia considerari 
nequeunt, sed vel unicum tantummodo datum exhibebunt, vel data ineongrua. 
Situs punctorum C , C" in hoc casu arbitrarius manebit, si modo in eodem circulo 
maximo cum (I capiantur. 

In casu tertio , ubi A, B, II, B' in eodem circulo maximo iaccnt, D et D" 
resp. cum punctis //’, /i, vel cum punctis oppositis coincident: hinc e combina- 
tione aequationum VII. VIII. IX. art. 143. colligitur 

p A sint sim % Asin(I'— I) 

fi^int^sint A* sin (f—t ) t 

In hoc itaque casu valor ipsius P, per ipsa problematis data iam habetur, adeo- 
que positio punctorum C , C% C" indeterminata manebit 

163. 

Methodus, quam inde ab art. 136. exposuimus, praecipue quidem deter- 
minationi primae orbitae penitus adhuc incognitae accommodata est: attamen suc- 
cessu aeque felici tunc quoque in usum vocatur, ubi de correctione orbitae proxime 


delabereinur) : inventa autem z, innotescet etiam r', et proin 


quantitatum 


etiam — j et hinc denique etiam 

ti n * 
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iam cognitae per tres observationes quantumvis al) invicem distantes agitur. In 
tali autem casu quaedam immutare conveniet. Scilicet quoties observationes rao- 
tum hehocentricum permagnum complectuntur, haud amplius licebit, ^ atque 
60“ tamquam valores approximatos quantitatum P, Q considerare: quin potius 
ex elementis proxime cognitis valores multo magis exacti elici poterunt. Calcula- 
buntur itaque levi calamo per ista elementa pro tribus observationum temporibus 
loca heliocentrica iu orbita, unde designando anomalias veras per r, r\ c", radios 
vectores per r, r’, r", semiparametrum per p, prodibunt valores approximari 
sequentes: 

p — rsin(»j— r) .. __ 4 r ' 4 ain ^ (r f — r) *in 1 (c" — v ' ) 
r"aui(*i"' — »'j’ ** /<rnsf(r" — r) 

His itaque hypothesis ]>rima superstruetur, paullulum<|uc ad libitum immutatis 
secunda et tertia: haud enim e re esset, P' et Q' hic pro novis valoribus adoptare 
(uti supra fecimus), quum hos valores magis exactos evadere haud amplius sup- 
ponere liceat. Hac ratione omnes tres hypotheses commodissime simul absolvi 
poterunt: quarta dein secundum praecepta art. 120. formabitur. Ceterum haud 
abnuemus, si quis unam alteramve decem methodorum in artt. 1 24 ... 1 29. expo- 
sitarum in tali casu si non magis tamen aeque fere expeditam existimet, ideoque 
iu usum vocare malit. 


o. TH. M. 
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SECTIO SECUNDA 

Determinatio orbitae e quatuor observationibus, quarum duae tantum completae sunt. 


1G4. 

Iam in ipso limine Libri secundi (art. 1 15.) declaravimus, usum problema- 
tis in Sect. praec. pertractati ad eas orbitas limitari, quarum inclinatio nec eva- 
nescit, nec nimis exigua est, determiuationemque orbitarum parum inclinatarum 
necessario quatuor observationibus superstrui debere. Quatuor autem observa- 
tiones completae, quum octo aequationibus aequivaleant, incognitaruinque nume- 
rus ad sex tantum ascendat, problema plus quam determinatum redderent: qua- 
propter a duabus observationibus latitudines (sive declinationes) seponere opor- 
tebit, ut datis reliquis exacte satisfieri possit. Sic oritur problema, cui haec Sec- 
tio dicata erit: solutio autem, quam hic trademus, non solum ad orbitas parum 
inclinatas patebit, sed etiam ad orbitas inclinationis quantumvis magnae pari suc- 
cessu applicari poterit. Etiam hic, perinde ut in problemate Sect. praec., casum 
eum, ubi orbitae dimensiones approximatae iam in potestate sunt, segregare opor- 
tet a determinatione prima orbitae penitus adhuc incognitae: ab illo initium fa- 
• ciemus. 


165. 

Methodus simplicissima, orbitam proxime iam cognitam quatuor observa- 
tionibus adaptandi, haec esse videtur. Sint x, y distantiae approximatae cor- 
poris coelestis a terra in duabus observationibus completis: harum adiumento 
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computentur loci rcsponclentes helioeentrici, atque liinc ipsa elementa: ex his 
dein elementis longitudines vel ascensiones rectae geoceutricae pro duabus reli- 
quis observationibus. Quae si forte cuni observatis conveniunt, elementa nulla 
amplius correctione egebunt: sin minus, differentiae X, Y notabuntur, idem- 
que calculus iteruin bis repetetur, valoribus ipsarum as, y paullulum mutatis. 
Ita prodibunt tria systemata valorum quantitatum z, y atque differentiarum 
Y, X t unde per praecepta art. 1 20. valores correcti quantitatum z, y eruentur, 
quibus valores A' = 0, F= 0 respondebunt. Calculo itaque simili huic quarto 
systemati superstructo elementa emergent, per quae omnes quatuor observationes 
rite repraesentabuntur. 

Ceterum, siquidem eligendi potestas datur, eas observationes completas 
retinere praestabit, e quibus situm orbitae maxima praecisione determinare licet, 
proin duas observationes extremas, quoties motum heliocentricum 90 graduum 
minoremve complectuntur. Sin vero praecisione aequali non gaudent, earum 
latitudines vel declinationes sepones, quas minus exactas esse suspicaberis. 

106 . 

Ad determinationem primam orbitae penitus adhuc incognitae e quatuor 
observationibus necessario eiusmodi positiones adhibendae erunt, quae motum 
heliocentricum non nimis magnum complectuntur: alioquin enim careremus sub- 
sidiis ad approximationem primani commode formandam. Methodus tamen- ea 
quam statiin trademus extensione tam lata gaudet, ut absque haesitatione obser- 
vationes motum heliocentricum 30 vel 40 graduum complectentes In usum 
vocare liceat, si modo distantiae a Sole non nimis inaequales fuerint: quoties eli- 
gendi copia datur, temporum intervalla inter primam et secundam, secundam et 
tertiam, tertiam et quartam ab aequalitate parum recedentia accipere iuvabit. 
Sed hoc quoque respectu anxietate nimia haud opus erit, uti exemplum subnexum 
monstrabit, ubi temporum intervalla sunt 48, 55 et 59 dierum, motusque 
heliocentricus ultra 50". 

Porro solutio nostra requirit, ut completae sint observatio secunda et tertia, 
adeoque latitudines vel declinationes in observationibus extremis negligantur. 
Supra quidem monuimus, praecisionis maioris gratia plerumque praestare, si ele- 
menta duabus observationibus extremis completis, atque intermediarum longitu- 
dinibus vel ascensionibus rectis accommodentur: attamen in prima orbitae deter- 

27* 
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niinatioue huic lucro renuntiavisse haud poenitebit, quum approxinwtio expedi- 
tissima longe maioris momenti sit, iaeturamque illam, quae praecipue tantum in 
longitudinem nodi atque inclinationem orbitae cadit, eleineutaque reliqua vix 
sensibiliter afficiat, postea facile explere liceat. 

Brevitatis caussa methodi expositionem ita adornabimus, ut omneB locos 
ad eclipticam referamus, adeoque quatuor longitudines cum duabus latitudinibus 
datas esse supponemus: attamen quoniam in formulis nostris ad terrae latitudinem 
quoque respicietur, sponte ad eum casum transferri poterunt, ubi aequator tam- 
quam planum fundamentale accipitur, si modo ascensiones rectae ac declinationes 
in locum longitudinum et latitndinnm substituuntur. 

Ceterum respectu nutationis, praecessionis et pamllaxis, nec non aberra- 
tionis, omnia quae in Sectione praec. exposuimus etiam hic valent: nisi itaque 
distantiae approximatae a terra aliunde iam innotuerunt, ut respectu aberrationis 
methodum 1. art. IIS. in usum vocare liceat, loca observata initio tantum ab 
aberratione fixarum purgabuntur, temporaque corrigentur, quamprimum inter 
calculi decursum distantiarum determinatio approximata in potestatem venit, uti 
infra clarius elucebit. 


167. 

Solutionis expositioni signorum praecipuorum indicem praemittimus. Erunt 

nobis 

t, t, l", t' quatuor observationum tempora 

а, a', a", a corporis coelestis longitudines geocentrieae 

б, 6 ', C“, 6 " eiusdem latitudines 

r, r', r ", r” distantiae a Sole 

p , p , p , p distantiae a terra 

l, l , T, l'" terrae longitudines heliocentricae 
B, B', /r, B " terrae latitudines heliocentricae 
B, B', B ”, B" terrae distantiae a Sole. 

(nOl), (»12), (n23), (n 02), (nl3) areae duplicatae triangulorum, quae resp. 
inter Solem atque corporis coelestis locum primum et secundum, secun- 
dum et tertium , tertium et quartum , primum et tertium , secundum et 
quartum contiuentur. 
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(nVi)» (i) i 2 ) > (t, ai) quotientes e divisione arearum J(noi), } (n 1 2), J (n 23) 
per areas sectorum respondentium oriundi. 

p‘ (mi) /j" (»ii) 

(hui) 1 (■«) 

q = rut 1 ’-')'"- «•= 

' v, v, v ' , v'" corporis coelestis longitudines in orbita a puncto arbitrario 
numeratae. 

Denique pro observatione secunda et tertia locos belioccntricos terrae in 
sphaera coelesti per A', A" denotabimus, locos geocentricos corporis coelestis 
per B\ B", eiusdemque locos heliocentricos per V , C". 

His ita intellectis negotium primum perinde ut in problemate Sect. praec. 
(art. 136.) consistet in determinatione situs circulorum maximorum A C B', 
A'C'B", quorum inclinationes ad eclipticam per y', y" designamus: cum hoc 
calculo simul iungetur determinatio arcuum AB = 6, A U =1". Hinc mani- 
festo erit 

r — i/(p'p'-|- 2 p'If'coso -\-U'R') 
r"— (/(p“p”^- 2 p'if "cos8"-j- Rlf) 

sive statuendo p’ -)— Jif'cos S'= x\ p"— f- /(* "cos x ", /i'sino = a , R 'sin$”=; a", 
r' = ^(x'x -f- da ) 
r"= d a") 


168 . 

Combinando aequationes l. et 2. art. 112., prodeunt in signis disquisitionis 
praesentis aequationes sequentes: 

0 = (»i 1 2) R cos B sin (l — *) — (n 0 2) (pcos 6’ sin (a — a) -f- BcobB' sin (l — a)) 

-f- (w 0 1 ) (p"eos 6 “sin (a” — a) -J- R ' cos B ' sin (/ ' — a)) 

0 = («23) (p’ cos 6 'sin (a" — a ) -(- Jf'co8J5’sin(a' — l')) 

(n 1 3 ) (p“cos 6' sin (a“— d ) -f- R" cos if 'sin (a" — T )) -j- (n 1 2) /f’ cos B sin(a —V) 
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Hac aequationes, statuendo 


R' eos B' sini/' — o) r>' >' i 

\ « CO80 —l 

cos 6 »111 (a — al 

JR^cus (at w — l”) j-j" j 

r»--rw »V K CO8 0 — L 

cos 6 sin (a — a ) 

JJVnslf' »in(a w — / # ) j j' -s» 

¥>~- / «* ->Y il COSO = X 

cos6 sm(* —a ) 

JJ"cu«.iB w sin(J w — a) 
cob 6 »m(« —a) 


R eoe Ii sin (/ — «) 
cosC" sin (a" — «) 

R"' cos ti m sin (a w> — i w ) 
eoa 8 ' sin (a — » ' ) 

co^SiDCe' — a) 
oo* 5 " 8 hi(« M — «) 

ens 6 " sin (a — a" ) 
ens 6 9 »in (a — a * ) 


= X 
= X 

= V 


oinnibusque rite reductis, transeunt in sequentes 

n'0 +**)(* '+**) _ 

</ J 
i_i — 

{/«'+ «'O * 

— - a 


i f 




sive, statuendo insuper 

— x — \P‘ = c‘, |l'(l-)-P’) : 

— x— rp’=c, p"(i+i , “) 

in basce 

d'(x'+V) 


I. z"== c'-f- 


i+- 


V' 


11 . x' = c + 


i+ 


(XV+ a 'a')* 

£>”+0_ 

Q " 

(x? x "+a' , a'’)' 


>x“+X/» 

'+x'+r.p'' 

= d' 

= d" 
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Adiumento harum duarum aequationum x et x" ex a', b\ e\ d\ Q\ a", A”, 
e”, d", Q~, determinari poterunt Quodsi quidem x vel x inde eliminanda 
esset, ad aequationem ordinis permagni delaberemur: attamen per methodos in- 
directas incognitarum x, x valores ex illis aequationibus forma non mutata satis 
expedite elicientur. Plerumque valores incognitarum approximali iam prodeunt, 
si primo Q' atque Q" negliguntur; scilicet 

. c"+d n (b”+c')+d'd"b' 

x — ~ ' ~T=d , d" 

.. e'+d'(b'+e") + d'd"b" 

X — 1-d'd " 


Quamprimum autem valor approximatus alterutrius incognitae habetur, valores 
aequationibus exacte satisfacientes facillime elicientur. Sit scilicet valor ap- 
proximatus ipsius x, quo in aequatione I. substituto prodeat x" — perinde 
substituto x"=;" in aequatione 11. prodeat inde x = X'\ repetantur eaedem 
operationes, substituendo pro x' in I. valorem alium £ f- v', mide prodeat 
x" — v", quo valorc in II. substituto prodeat indo x — N'. Tam 

valor correctus ipsius x erit 


valorque correctu» ipsius 


-• «'-.V';,' _ EW-.XV 

- i a"— v 7- ~"Ar'— v' 




Si operae pretium videtur, cum valore correcto ipsius x alioque levius mutato 
eaedem operationes repetentur, donec valores ipsarum x’, x aequationibus I., II. 
exacte satisfacientes prodierint. Ceterum analystae vel mediocriter tantum exer- 
citato subsidia calculum contrahendi haud deerunt. 

In his operationibus quantitates irrationales (i * -)- «’«')*, (x x”-\-a a r 
commode calculantur per introductionem arcuum 2 , 2 , quorum tangentes resp. 
sunt unde fit 


tffcV+.V) *r"= 
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Hi arcus auxiliares, quos inter 0 et 180° accipere oportet, ut r‘, r“ positivi 
evadant, manifesto cuui arcubus C'B', C“B" identici erunt, unde patet, hacce 
ratione non modo r' et r", sed etiam situm punctorum C\ C" innotescere. 

Haecce determinatio quantitatum x, x requirit, ut a, a ", b ' , b‘\ c, c", 
d', d\ Q\ Q cognitae silit, quarum quantitatum quatuor primae quidem per 
problematis data habentur, quatuor sequentes autem a P , P" pendent. Iam 
quantitates P , P”, Q , Q \ exacte quidem nondum determinari possunt; attamen 


quum liabeatur 


- 


HI. 

p= 

l'— 1' . (i)Sl) 

r—i ‘ (t|u) 


• 

IV. 

p= 

t"—t' t (t, js) 

P-t" fti») 



V. 

<?'= 

«w 

1 

t 

.1 

*** 

*4c 

1 — • 

.1 

P rr' 

(tj 0 1) (tj 1 1 ) cos i (it v) cos 4 (r v ) cos | (r n — p*) 

VI. 

Ci” — 


•i 

i 

V — 

PrV* 

(r t 12 ) (r, 13)cos^(r #r — r') positi w — p')cms|(p wf — v*) 


gtatim adsunt approxinmti 



quibus calculus primus superstruetur. 


169. 

Absoluto calculo art. praec. ante omnia arcum CC determinare opor- 
tebit Quod fiet commodissime, si antea perinde ut in art. 137. intersectio D 
circulorum maximorum ACB , A"CB ", mutuaque inclinatio e eruta fuerit: 
invenietur dein ex e, C'D = z -j- B D y atque C’ D = z"-j~ B" D, per formulas 
easdem quas in art 144. tradidimus, non modo C C’ — v” — v, sed etiam 
anguli (u‘, u“), sub quibus circuli maximi A' B', A B” circulum maximum 
CC secant 

Postquam arcus v" — 1 > inventus est, v — v et r eruentur e oombina- 
tione aequationum 
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rsin(i> — 1>) 


r') 


r sin (v ' — v -f- r ’ — v') 


i + P'. 
P ' 


r '&in (r" — 



«o 


et perinde r” atque »" — v" e combinatione harum 


r'" ^sin(»’“ — v") 
r ain(y — v -|-v — v) 


(r'siD(«i" — r>') 

P" 


1 + ^ r w »in (p* — r # ) 


Omnes numeri hoc modo inventi exacti forent, si ab initio a valoribus veris ipsa- 
rum P', P ”, Q, Q' proficisci licuisset: tumque situm plani orbitae perinde ut 
in art. 149 . vel ex AC\ u' et f » vel ex A"C“, u" et y" determinare con- 
veniret, ipsasque orbitae dimensiones vel ex r', r", t', t", et v" — v, vel, quod 
exactius est, ex r, r ", t, t~, et v" — v. Sed in calculo primo haec omnia prae- 
teribimus, atque in id potissimum incumbemus, ut valores magis approximatos pro 
quantitatibus P, F , Q , Q" obtineamus. Hunc finem assequemur, si per me- 
thodum inde ab art. 88. expositam 

ex r, r\ v' — v, t ' — t eliciamus (rjOl) 


r', r”, v " — v', t ' — t' (ql 2 ) 

r', r", — u", f" — t" (q 23 ) 


Has quantitates, nec non valores ipsarum r, r', r”, r”, coat(v' — «i) etc. in for- 
mulis IH . . .VI. substituemus, unde valores ipsarum F , Q \ P ”, Q 'resultabunt 
multo magis exacti quam ii, quibus hypothesis prima superstructa erat Cum 
illis itaque hypothesis secunda formabitur, quae si prorsus eodem modo ut prima 
ad finem perducitur, valores ipsarum P', Q\ P", Q" multo adhuc exactiores 
suppeditabit, atque sic ad hypothesin tertiam deducet. Hae operationes tam diu 
iterabuntur, donec valores ipsarum P\ Q\ P" } Q" nulla amplius correctione 
opus habere videantur, quod recte iudicare exercitatio frequens mox docebit 
Quoties motus heliocentricus parvus est, plerumque prima hypothesis illos valores 
iam satis exacte subministrat: si vero ille arcum maiorem complectitur, si insuper 
temporum intervalla ab aequalitate notabiliter recedunt, hypothesibus pluries 
o. th. m. 28 
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repetitis opus erit; in tali vero casu liypothcses primae umgnain calculi praecisi- 
onem haud postulant. In ultima denique hypothesi elementa ipsa ita ut modo 
indicavimus determinabuntur. 

170. 

In hypothesi prima quidem temporibus non correctis t, t , t", t uti opor- 
tebit, quum distantias a terra computare nondum liceat: simulae vero valores 
approximari quantitatum x, x ' innotuerunt, illas distantias quoque proxime 
determinare poterimus. Attamen quum fonnulae pro p et p~ hic paullo com- 
plicatiores evadant, computum correctionis temporum eousque differre conveniet, 
ubi distantiarum valores satis praecisi evaserunt, ne calculo repetito opus sit. 
Quamobrein e re erit, hanc operationem iis valoribus quantitatum x, x' super- 
struere, ad quas hypothesis penultima produxit, ita ut ultima demum hypothesia 
a valoribus correctis temporum atque quantitatum P' , P", Q\ Q proficiscatur. 
Ecce formulas, ad hunc finem in usum vocandas: 

Vll. p' — x' — R' cosi' 

VUI. p"= x" — i^coai” 

IX. pcosfi = — R cos B cos (a — T) 

I ±.J>' 

+ ~r T± or, (p cos 6' cos (a — a) -j- R coaB oos(Z — a)) 

H l+ £) 

— (p cos6' co8(a’ — a)-f- R cos B cos (l" — a)) 

X. psinfi = — ffsin/?ri (psinfi ' 4 - R an£ ) 

p '('+£) 

— ^,(p siu6'-f- R " sin B") 

XI. p"'cos€”= — R cjwB eos (a” — /'") 

-1 '-r~i (p°os8"cos (a” — a”) -f- B "cos I? 'cos (a" — 1')) 

— ^*(p eos6'cos(a’” — a ) -(- R ' cos B' cos(a~ — I')) 

XII. p' «nr= — R ' sin B" ' : (p sin6'-(- B tiii B") 

*”(*+ .-) 

— ^„(psin6 ri- K wenB ) 
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Formulae IX . . . XII. nullo negotio ex aequationibus 1 , 2, 3 art 1 12. derivan- 
tur, m modo characteres illic adhibiti in eos quibra hic utimur rite convertuntur. 
Manifesto formulae multo simpliciores evadunt, si B, B\ B' evanescunt. E 
combiimtione formularum IX. et X. non modo p sed etiam 6, et perinde er 
XI. «t XII. praeter p ’ etiam € demanat: valoree harum latitudinum cum 
observatis (calculum non ingredientibus) , siquidem datae sunt, comparati osten- 
dent, quonam praecisionis gradu latitudines extremae per elementa sex reliquis 
datis adaptata repraesentari possint.' 


171. 

Exemplum ad illustrationem huius disquisitionis a Vesta desumere conve- 
niet, quae inter omnes planetas recentissime detectos inclinatione ad eclipticam 
minima gaudet*). Eligimus observationes sequentes Bremae, Parisiis, Lilien- 
thalii et Mediolani ab astronomis clarr. Olbeks, Bouv ard, Besskl et Obi ani institutas : 


Tempus tu«I. loci obwrratioim 

Aacwreio recta 

! 

Declinatio 

. 

1807 Martii 30. 1 2* 33" 17* 

183° 52' 40*8 

■ 

11*54' 27" Bor. 

Mali 17. 8 16 5 

178 36 42,3 

1 1 39 46, 8 . . 

Iulii 11. 10 30 19 

189 49 7,7 

3 9 10, 1 Bor. 

Sept 8. 7 22 16 

212 60 3,4 

8 38 17, 0 Aust 


Pro iisdem temporibus e tabulis motuum Solis invenimus 



Longit Solia ab 
aequin. app. 

N utatio 

Distantia a terra 

Latitudo Solis 

Ubliquiiaa ecbpt 
apparens 

Martii 30 

9* 2 T 59" 5 

+ 16*8 

1 0,9996448 ! 

+ 0*23 

23*27' 50"82 

Maii 17 1 

55 56 20, 0 

+ 16,2 

1,0119789 1 

— 0, 63 

49,83 

Iulii 11 

108 34 53, 3 i 

-MV 

1,0165795 

— 0,46 

49,19 

Sept 8 

165 8 57, 1 

+ 16,7 

1,0067421 

+ 0,29 

49,26 


•) Nftiknninns haec twtibatin «Sunanum tatis considerabitis est, ut orbitae determiaatiimeiD satia 
toto atque exacte tribus observationibus superstruere liceat: revera elementa prima, quae huc modo ex 
observationibus l« tantum diebus ad iuvwan distantibus deducta enant (tii. voar ita i MonatL Corresp., 
Vol. XV. p. S9i. IS 07 luni) [Gaesa Werke B. VI. B. 384 ], proxime iam accedunt ad ea, quae bic ex obaer- 
vationibua quatuor, tei diebus ad invicem dissitis, derivabuntur. 

28* 
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Iam loca observata planetae, adhibita eclipticae obliquitate apparente, in 
longitudines et latitudines conversa, a notatione et aberratione fixarum purgata, 
tandemquc demta praecessione ad initium anni 1807 reducta sunt, dein e locis 
Solis ad normam praeceptorum art. 72. derivata sunt loca terrae ficta (ut paral- 
laxis ratio habeatur), longitudinesque demta nutatione et praecessione ad eandem 
epocham translatae; tandein tempora ab initio anni numerata et ad meridianum 
Parisinuru reducta. Hoc modo orti sunt numeri sequentes: 




*) 

f 

89,505162 

137,344502 

192,419502 

25 

1,288102 

«» 



a" 

178*43' 38 "87 

174 

’ t'30'08 

187*45' 4 2 23 

213' 

'34' 1563 



6", 

6” 

12 27 6, 16 

10 

8 7,80 

6 47 25,51 

* 

20 21,63 

l, 

r, 

r. 

r 

189 21 33,71 

235 

56 0,63 

288 35 20,32 

345 

9 18,69 

X, 



R ~ 

9,9997990 

0,0051376 

0,0071739 

C 

1,0030625 


Hinc deducimus 


168’32'4r34, 8 = 62*23' 4’8S, logo' = 9,95 26 1 04 

f"== 173 5 15,68, 8”= 100 45 1,40, logo"= 9,9994839 

b'= — I 1,009449, x' = — 1,083306, logX = 0,0728800, logp'= 9,7 139702n 
6"=— 2,082036, x"= +6,322006, logX”= 0,07985 1 2n, log |i"= 9,838706 1 
A’D= 37*17’ 51*50, A"D = 89*24' 1 1 '84, « = 9*55*48 

B'D = — 25 5 13,38, B"D = — 1 1 20 49,56 

His calculis praeliminaribus absolutis, hypothesin primum aggredimur. E tem- 
porum intervallis elicimus 


log k(t ‘ — f) = 9,9153666 
logfc(t”— t') = 9,9765359 
log k(t’"—t")=. 0,0054651 

atque hinc valores primos approximatos 

logP'= 0,06117 log(l+P) = 0,33269 log Q' = 9,59087 

log/" "= 9,97107 log(l +/"")= 0,28681 log Q"= 9,68097 
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hinc porro 


c' = — 7,68361 log<f = 0,0 4666 n 

e"= -(- 2,20771 logef= 0,12552 


Hisce valoribus, paucis tentaminibus factis, solutio sequens aequationum I. II. 
elicitur: 

X = 2,04856 Z = 23°38 17* logr'= 0,34951 

x'= 1,95745 z"= 27 2 0 logr"= 0,34 194 

Ex z, z" atque c eruimus C’ 6’ — v' — v = 17*7 5 : hinc v' — v, r, v" — u", r“ 
per aequationes sequentes determinandae erunt : 

logr sin (t/ — v) = 9,74942 logrsin^;’ — u-(-17°7'5’') = 0,07500 

logr'sin(u' — p") = 9,84729 logr“sin(tT — v' -j- 1 7’7’5") = 0,10733 


unde eruimus 

v — v = 1 4* 1 4' 32" logr = 0,35865 

V~ — v"= 18 48 33 logr“= 0,33887 

Denique invenitur log(nOl) = 0,00426, log(n 1 2) = 0,00599 , log(n23) = 
0,00711, atque hinc valores correcti ipsarum P\ P", Q, Q. 


logP= 0,05944 log £'= 9,60374 

log P"= 9,97219 \ogQ“— 9,69581 


quibus hypothesis secunda superstruenda erit. Huius praecipua momenta ita se 


habent: 

c = — 7,67820 
c = -f 2,21061 
*= 2,03308 

X— 1,94290 

C'C~— v"~v'= l 

V — v = 14*21'36" 
V~ — t>'= 18 50 43 
log(n0l)= 0,004359 


lo gd'= 0,045736 
log<P= 0,126054 
z — 23°47’ 54 
z“= 27 12 25 

* 8 ' 0 " 

logr = 0, 354687 
log r"= 0,334564 
log(n 1 2) = 0,006102 


logr = 0,346747 
logr“= 0,339373 


log (n 23) = 0,007280 
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Hinc prodeunt valores denuo correcti ipsarum P , P , Q ', Q : 
log P‘= 0,0*9426 log@'= 9,604749 

logr*= 9,972249 log<?'= 9,697564 

quibus si ad tertiam hypothesin progredimur, numeri sequentes resultant: 


c = 

— 7,67815 

1 ogd — 0,045729n 


c — 

+ 2,21076 

logtT= 0,126082 


X — 

2,03255 

z' = 23*48’ 14* 

logr’ = 0,346653 

X = 

1,94235 

z"= 27 12 49 

logr '= 0,339276 

CC*= 

v"—v'= 17 

’8’4" 


V — V = 

1 4"2t' 49" 

logr = 0,354522 


v~ — v"— 

18 51 7 

logr"= 0,334290 


log (n 01 ) = 

0,004363 

log(n 12 ) = 0,006106 

log(n 23) = 0,007290 


Quodsi iam ad nonnam praeceptorum art. praec. distantiae a terra supputantur, 
prodit: 


p’= 1,5635 

log p cos 6 = 0,09876 

log p sin 6 = 9,44252 

6 = 12*26 40" 
logp = 0,10909 


p’= 2,1319 
logp 0086 "= 0,42842 
logp“ si »6 == 9,30905 
6”= 4*20 39" 
logp'"= 0,42967 


Hinc inveniuntur 



. 

€on«etioses 

temporum 

i . . . 

Tempora rorrWla 

I 

0,007335 

89,497827 

U 

0,008921 

135,335581 

ra 

0,012165 

192,407337 

IV 

0,015346 

251,272756 

1 
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unde prodeunt valorea. quantitatum P, P", Q\ Q~ dentio correcti 
logP= 0,0594 15 fc>g(/'= 9,604782 

logP"= 9,972253 log Q'= 9,697687 

Tandem si hisce valoribus novis hi/pothesia quarta formatur, numeri sequentes 

prodeunt: 

c' = — 7,6781 16 logf/' = 0, 045723lt 

«'= +2,210773 Iogf/"= 0,126084 

*' = 2,032473 2 = 23-° -48' 1 67 logr'= 0,3-46638 

x'x 1,942281 z" — 27 12 51,7 logr"= 0,339363 

»s= 17“ 8' M { («”+*')= 176 7 50 5 {(«' — « ) = 4.°33' 23 fl 

p' — o= 14-3151',» logr = 9,354503 

v " — »" = 18 5 1 9,3 Iogr*'= 0,334263 

Hi numeri ab iis, quos hypothesis tertia suppeditaverat, tam parum differunt, ut 
iam tuto ad ipsorum elementorum determinationem progredi liceat. Primo situm 
plani orbitae eruimus. Per praecepta art. 1 49. invenitur ex f , u atque AC — 
6’ — z , inclinatio orbitae =7°814'8, longitudo nodi ascendentis 103°16'37"2, 
argumentum latitudinis in observatione secunda 94°36'4'9, adeoque longitudo 
in orbita 197*52’42"l; perinde ex f , u" atque A"C" = 5” — z" elicitur incli- 
natio orbitae = 7°8' 1 1”8 , longitudo nodi ascendentis 103° 1 6 37~5 , argumen- 
tum latitudinis in observatione tertia 111°44’9"7, adeoque longitudo in orbita 
215°0'47”2. Hinc erit longitudo in orbita pro observatione prima 183°30’50"2, 
pro quarta 233°51 56"7. Quodsi iam ex t ' — 1, r, r' atque v’ — v == 50‘2 1'6"5 
orbitae dimensiones determinantur, prodit 


Anomalia vera pro loco primo 293°33' 43"7 

Anomalia vera pro loco quarto 343545 0,2 

Hinc longitudo perihelii 24957 6,5 

Anomalia media pro loco primo 302333 2, 6 

Anomalia media pro loco quarto 346 32 25,2 

Motus medius diurnus sidereus 978"7216 


I 
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Anomalia media pro initio anni 1807 278*13 39' 1 

Longitudo media pro eadem epocha 168 10 45,6 

Angulus r f 5 2 58, 1 

Logarithmus semiaxis maioris 0,372898 


Si secundum haecce elementa pro temporibus t, t', t " correctis loca 
planetae geocentrica computantur, quatuor longitudines cum o, a’, a', a”, duae- 
que latitudines intermediae cum 6 ,6" ad uuam minuti secundi partem decimam 
conspirant; latitudines extremae vero prodeunt 12*26' 43*7 atque 4*20'40"l, 
illa 22*4 errans defectu, haec 18*5 excessu. Attamen si manentibus elemen- 
tis reliquis tantummodo inclinatio orbitae 6" augeatur, longitudoque nodi 4 40’’ 
diminuatur, errores inter omnes latitudines distributi ad pauca minuta secunda 
deprimentur, longitudinesquc levissimis tantum erroribus afficientur, qui et ipsi 
propemodum ad nihilum reducentur, si insuper epocha longitudinis 2" diminuatur. 
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SECTIO TERTIA 

Determinatio orbitae observationibus quotcunque quam proxime satisfacientis. 

172. 

8i observationes astronomicae ceteriquc numeri, quibus orbitarum computus 
innititur, absoluta praecisione gauderent, elementa quoque, sive tribus observatio- 
nibus sive quatuor superstructa fuerint, absolute exacta statim prodirent (quatenus 
quidem motus secundum leges Kepleiu exacte fieri supponitur), adeoque accitis 
aliis aliisque observationibus confirmari tantum possent, haud corrigi. Verum 
enim vero quum omnes mensurationes atque observationes nostrae nihil sint nisi 
approximationes ad veritatem, idemque de omnibus calculis illis inuitentibus va- 
lere debeat, scopum summum omnium computorum circa phaenomena concreta 
institutorum in eo ponere oportebit, ut ad veritatem quam proxime fieri potest 
accedamus. Hoc autem aliter fieri nequit, nisi per idoneam combinationem ob- 
servationum plurium, quam quot ad determinationem quantitatum incognitarum 
absolute requiruntur. Hoc negotium tunc demum suscipere licebit, quando orbi- 
tae cognitio approximata iam innotuit, quae dein ita rectificanda est, ut omnibus 
observationibus quam exactissime satisfaciat Etiamsi haec expressio aliquid vagi 
implicare videatur, tamen infra principia tradentur, secundum quae problema so- 
lutioni legitimae ac methodicae subiicietur. 

Praecisionem summam ambire tunc tantummodo operae pretium esse potest, 
quando orbitae determinandae postrema quasi manus apponenda eat Contra 
quamdiu spes affulget, mox novas observationes novis correctionibus occasionem 
G. th. m. 29 
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«laturas esse, prout res fert plus miiiusve ab extrema praecisione remittere conve- 
niet, si tali modo operationum prolixitatem notabiliter sublevare licet. Nos utri- 
que casui consulere studebimus. 


173 . 

Maximi imprimis momenti est, ut singulae corporis coelestis positiones geo- 
centricae, quibus orbitam superstruere propositum est, non ex observationibus 
solitariis petitae sint, sed si fieri potest e pluribus ita combinatis, ut errores forte 
commissi quantum licet sese mutuo destruxerint. Observationes scilicet tales, 
quae paucorum dierum intervallo ab invicem distant — vel adeo prout res fert 
intervallo 15 aut 20 dierum — in calculo non adhibendae erunt tamquam tot- 
idem positiones diversae, sed potius positio unica inde derivabitur, quae inter 
cunctas quasi media est, adeoque praecisionem longe maiorem admittit, quam 
observationes singulae seorsim consideratae. Quod negotium sequentibus princi- 
piis innititur. 

Corporis coelestis loca geocentrica ex elementis approximatis calculata a 
locis veris parum discrepare, differentiaeque inter haec et illa mutationes lentissi- 
mas tantum subire debent, ita ut intra paucorum dierum decursum propeinodum 
pro constantibus haberi queant, vel saltem variationes tamquam temporibus pro- 
portionales spectandae sint. Si itaque observationes ab omni errore immunes 
essent, differentiae inter locos observatos temporibus t, f, t etc. respondentes, 
eosque qui ex elementis computati sunt, i. e. differentiae tum longitudinum tum 
latitudinum, sive tum ascensionum rectarum tum declinationum, observatarum a 
computatis, forent quantitates vel sensibiliter aequales, vel saltem uniformiter 
lentissiineque increscentes aut decrescentes. Respondeant e. g. illis temporibus 
ascensiones rectae observatae a, a, a", a etc., computatae autem sint a -(-8, 
® fi', ef-J-fi” etc.; tunc differentiae 3, fi', 3”, fi”’ etc. a veris elemento- 
rum deviationibus eatenus tantum discrepabunt, quatenus observationes ipsae 
sunt erroneae: si itaque illas deviationes pro omnibus istis observationibus tam- 
quam constantes spectare licet, exhibebunt quantitates 3, fi', 8", 3” etc, totidem 
determinationes diversas eiusdem magnitudinis, pro cuius valore correcto itaque 
assumere conveniet mediuni arithmeticum inter illas determinationes, quatenus 
quidem nulla adest ratio, cur unam alteramve praeferamus. Sin vero observatio- 
nibus singulis idem praecisiouis gradus haud attribuendus videtur, supponamus 


Digitized by Google 



0ETEKMINAT10 ORBITAE EX 0BSEKVAT10NIBC8 QUOTCUNQUE. 


227 


praecisionis gradum in singulis resp. proportionalem aestimandum esse numeris 
e, e, e, e” e te., i. e. errores his numeris reciproce proportionales in observationi- 
bus aeque facile committi potuisse; tum secundum principia infra tradenda valor 

amplius erit medium arithmeticum simplex, sed 
Statuendo iam liunc valoreni medium = A , pro 
ascensionibus rectis veris assumere licebit resp. a -f- o — A , a'-f- i ' — A , a”-}- 8" — A, 
a'-f-S” — A, tumque arbitrarium erit, quanam in calculo utamur. Quodsi vero 
vel observationes temporis intervallo nimis magno ab invicem distant, aut si or- 
bitae elementa satis approximata nondum innotuerant, ita ut non licuerit, horum 
deviationes tamquam constantes pro observationibus cunctis spectare, facile per- 
spicietur, aliam hinc differentiam non oriri, nisi quod deviatio media sic inventa 
non tam omnibus observationibus communis supponenda erit, quam potius ad 
tempus medium quoddam referenda, quod perinde e singulis temporum momentis 


medius maxime probabilis haud 

»t i + eVX+ < / yt lw + etc. 

ee + /e r + rV-J- e’"r m f- eu-. 


derivare oportet, ut A ex singulis deviationibus, adeoque generaliter ad tempus 
— te lta( l ue summam praecisionem appetere placet, pro 
eodem tempore locum geocentricum ex elementis computare, ac dein ab errore 
medio A liberare oportebit, ut positio quam accuratissima emergat: plerumque 
tamen abunde sufficiet, si error medius ad observationem tempori medio proxi- 
mam referatur. Quae hic de ascensionibus rectis diximus, perinde de declinatio- 
nibus, aut si mavis de longitudinibus et latitudinibus valent: attamen semper 
praestabit, immediate ascensiones rectas et declinationes ex elementis computatas 
cum observatis comparare; sic enim non modo calculum magis expeditum lucra- 
mur, praesertim si methodis in artt. 53. ..60. expositis utimur, sed eo insuper 
titulo illa ratio se commendat, quod observationes incompletas quoque in usum 
vocare licet, praetereaque si omnia ad longitudines et latitudines referrentur me- 
tuendum esset, ne observatio quoad ascensionem recte, qnoad declinationem male 
instituta (vel vice versa) ab utraque parte depravetur, atque sic prorsus inutilis 
evadat. — Ceterum gradus praecisionis medio ita invento attribuendus secundum 
priuoipia mox explicanda erit = ^(ee-f-eV-J-eV-f-e" e’"-}- etc.), ita ut quatuor 
vel novem observationes aeque exactae requirantur, si medium praecisione dupla 
vel tripla gaudere debet, et sic porro. 


174. 

Si corporis coelestis orbita secundum methodos in Sectionibus praece. traditas 

29* 
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e tribus quatuorve positionibus geocentricis talibus determinata est, quae ipsae 
singulae ad normam art. praec, e compluribus observationibus petitae fuerant, 
orbita ista inter omnes hasce observationes medium quasi tenebit, neque in dif- 
ferentiis inter locos observatos et calculatos ullum ordinis vestigium remanebit» 
quod per elementorum correctionem tollere vel sensibiliter extenuare liceret lam 
quoties tota observationum copia intervallum temporis non nimis magnum com- 
plectitur, hoc modo consensum exoptatissimum elementorum cum omnibus obser- 
vationibus assequi licebit, si modo tres quatuorve positiones quasi normales scite 
eligantur. In determinandis orbitis cometarum planetarumve novorum, quorum 
observationes annum unum nondum egrediuntur , isti ratione plerumque tantum 
proficiemus, quantum ipsa rei natura permittit. Quoties itaque orbiti determi- 
nanda angulo considerabili versus eclipticam inclinata est, in genere tribus obser- 
vationibus superstruetur, quas quam remotissimas ab invicem eligemus: si vero 
hoc pacto in aliquem casuum supra exclusorum (artt. 1 60 ... 162.) fortuito incide- 
remus, aut quoties orbitae inclinatio nimis parva videtur, determinationem ex 
positionibus quatuor praeferemus, quas itidem quam remotissimas ab invicem 
accipiemus. 

Quando autein iam adest observationum series longior plures annos com- 
plectens, plures inde positiones normales derivari poterunt: quamobrem praecisioni 
maximae male consuleremus, si ad orbitae determinationem tres tantum quatuorve 
positiones excerperemus, omuesque reliquas omnino negligeremus. Quin potius iu 
tali casu, si summam praecisionem assequi propositum est, operam dubiinus, ut 
positiones exquisitas quam plurimas congeramus, atque in usum vocemus. Tunc 
itaque aderunt data plura, quam ad incognitarum determinationem requiruntur: 
sed omnia ista data erroribus utut exiguis obnoxia erunt, ita ut generaliter im- 
possibile sit, omnibus cx asse satisfacere, Iam quum nulla adsit ratio, cur ex 
hisce datis sex hacc vel illa tamquam absolute exacta consideremus, sed potius, 
secundum probabilitatis principia, in cunctis promiscue errores maiores vel mino- 
res aeque possibiles supponere oporteat; porro quum geueraliter loquendo errores 
leviores saepius committantur quam graviores; manifestum est, orbitam talem, 
quae dum sex datis ad amussim satisfacit a reliquis plus minusve deviat, princi- 
piis calculi probabilitatis minus consentaneam censendam esse, quam aliam, quae 
dum ab illis quoque sex datis aliquantulum discrepat, consensum tanto meliorem 
cum reliquis praestat. Investigatio orbitae, sensu stricto maximam probabilitatem 
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prae se ferentis a cognitione legis pendcbit, secundum quam errorum crescentium 
probabilitas decrescit: illa vero a tot considerationibus vagis vel dubiis — phy- 
siologicis quoque — pendet, quae calculo subiici nequeunt, ut huiusmodi legem 
vix ac ne vix quidem in ullo astronomiae praeticae casu rite assignare liceat. 
Nihilominus indagatio nexus inter hanc legem orbitamque maxime probabilem, 
quam summa iarn generalitate suscipiemus, neutiquum pro speculatione sterili 
habenda erit. 

175 . 

Ad hunc finem a problemati* nostro speciali ad disquisitionem generalissi- 
mam in omni calculi ad philosophiam naturalem applicatione foecundissimam as- 
cendemus. Sint 1' V\ i"' etc. functiones incognitarum p, </, r, x etc., p mul- 
titudo illarum functionum, -i multitudo incognitarum , suppouamusque, per ob- 
servationes immediatas valores functionum ita inventos esse V — M, l' =. M\ 
V — M etc. Generaliter itaque loquendo evolutio valorum incognitarum con- 
stituet problema indeterminatum, detenninatum , vel plus quam determinatum, 
prout fuerit p<[v, p = v, vel p > v *). Hic de ultimo tantum casu sermo 
erit, in quo manifesto exacta cunctarum observationum repraesentatio tunc tan- 
tum possibilis foret, ubi illae omnes ab erroribus absolute iminunes essent. Quod 
quum in rerum natura locum non babeat, omne systema valorum incognitarum 
p, q, r, s etc. pro possibili habendum erit, ex quo valores functionum M — V, 
M ' — r, M" — V“, etc. oriuntur, limitibus errorum, qui in istis observationibus 
committi potuerunt, non maiores: quod tamen neutiquum ita intelligendum est, 
ac si Bingula haec systemata possibilia aequali probabilitatis gradu gauderent. 

Supponemus primo, eum rerum statum fuisse in omnibus observationibus, 
ut nulla ratio adsit, cur aliam alia minus exactam esse suspicemur, sive ut errores 
aeque magnos in singulis pro aeque probabilibus habere oporteat. Probabilitas 
itaque cuilibet errori A tribuenda exprimetur per functionem ipsius A , quam 
per r f A denotabimus, lam etiamsi hanc functionem praecise assignare non liceat, 


•) Si in casu tortio functiones K, V\ V. etc. ita comparatae essent, ut p+i — * ex ipsius re 
plures tamquam functiones reliquarum spectare liceret, problema respectu harum fuurtioiioui etiamnum plua 
quam detei minatum foret, respectu quantitatum p, q t r, s etc. autem indetei minatum : harum scilicet calo- 
res ne tunc quidein determinare liceret, quando valores functionum V r F*, V” etc. absolute exacti dati 
essent: sed hunc casum a disquisitione nosti a excludemus. 
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saltem affirmare possumus, eius valorem fieri debere maximum pro A = 0, ple- 
rumque aequalem esse pro valoribus aequalibus oppositis ipsius A, denique eva- 
nescere, si pro A accipiatur error maximus vel maior valor. Proprie itaque y A 
ad functionum discontinuarum genus referre oportet, et si quam functionem ana- 
lyticam istius loco substituere ad usus practicos nobis permittimus, hacc ita com- 
parata esse debebit, ut utrimque a A — 0 asyinptotice quasi ad 0 convergat, ita 
ut ultra istum limitem tamquam vere evanescetis considerari possit. Porro pro- 
babilitas, errorem iaccre inter limites A et A -J- d A differentia infinite parva d A 
ab invicem distantes, exprimenda erit per tpA.dA; proin geueraliter probabilitas, 
errorem iacere inter D et D, exhibebitur per integrale Jy A.dA, a A — D 
usque ad A — G extensum. Hoc integrale a valore maximo negativo ipsius A 
usque ad valorem maximum positivum , sive generalius a A = — 00 usque ad 
A = -)- co sumtum, necessario fieri debet = 1. 

Supponendo igitur, systema aliquod determinatum valorum quantitatum 
p, q, r, s etc. locum habere, probabilitas, pro V ex observatione proditurum 
osse valorem M, exprimetur per y(M — F), substitutis in V j>ro p, q, r, s etc. 
valoribus suis; perinde 'f ( M — K), <f(M" — 1) etc. expriment probabilitates, 
ex observationibus resultaturos esse functionum V\ V etc. valores M , M" etc. 
Quamobrem quandoquidem omnes observationes tamquam eventus ab invicem 
independentes spectare licet, productum 

?(.!/— — V") etc. = 12 

exprimet exspectationem seu probabilitatem, omnes istos valores simul ex obser- 
vationibus prodituros esse. 


176 . 

Iam perinde, ut positis valoribus incognitarum determinatis quibuscunque, 
cuivis systemati valorum functionum V , V, V etc. ante observationem tactam 
probabilitas determinata competit, ita vice versa, poetquam ex observationibus 
valores determinati fuuetionum prodierunt, ad singula systemata valorum incog- 
nitarum, e quibus illi demanare potuerunt, probabilitas determinata redundabit: 
manifesto enim systemata ea pro magis probabilibus habenda erunt, in quibua 
eventus eius qui prodit exspectatio maior affuerat. Huiusce probabilitatis aesti- 
matio sequenti theoremati innititur: 
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St posita hypothesi aliqua H probabilitas alicuius eventus determinati E 
est = h, posita autem hypothesi alia H illam excludente et per se aeque proba- 
bili eiusdem eventus probabilitas est = h': tum dico , quando eventus E revera 
apparuerit, probabilitatem, quod H fuerit vera hypothesi», fore ad probabilitatem, 
quod H’ fuerit kypothesis vera, nt h ad h . 

A(1 quod demonstrandum supponamus, per distinctionem omnium circum- 
stantiarum, a quibus pendet, num // aut 11' aut alia hypothesis locum habeat, 
utrum eventus E au alius emergere debeat, formari systema quoddam casuum 
diversorum, qui singuli per se (i. e. quamdiu incertum est, utrum eventus E an 
alius proditurus sit) tamquam aeque probabiles considerandi sint, hosque casus 
ita distribui : 


Jl inter ipsos 

ubi locum habere 

cum modificationibus talibus 

reperiantur 

debet hypothesis 

nt prodire debeat eventu* 

m 

h 


E 

n 

H 

ab 

E diversus 

m 

II 


E 

n 

H 

ab 

E diversus 

m ab 

11 et H diversa 

I 

E 

n " | ab 

11 et H' diversa 

ab 

E diversus 


Tunc erit h = 




h’ = 


-i» i 
m-f-M 


porro ante eventum cognitum probabilitas 


hypothesis 11 erat = ~ . «» ' » 4 . ' » " » > post eventum cognitum autem, 

ubi casus n, n, ii' e possibilium ouinero abeunt, eiusdem hypothesis probabilitas 
periude hypothesis //’ probabilitas ante et post eventum 

quoniam itaque hy- 


erit = 


1 “f" -j- W» 


m’+ n 


resp. exprimetur per , n + n+ lf ^ +n »jr p> et , + ,i + ,s 
pothesibus II et H' aute eventum cognitum eadem probabilitas supponitur, erit 
«»-{-« = unde theorematis veritas sponte colligitur. 

Iam quatenus supponimus, praeter observationes V= M , I ”= M , \"~ M 
etc. nulla alia datu ad incognitarum determinationem adesse, adeoque omnia sy- 
stemata valorum harum incognitarum ante illas observationes aeque probabilia 
fuisse, manifesto probabilitas cuiusvis systematis determinati post illas observatio- 
nes ipsi Q proportionalis erit. Hoc ita intelligendum est, probabilitatem, quod 
valorea incognitarum resp. i aceant inter limites infinite vicinos p et /> -f- d p, 
q et <£-f-dg, r et r-j-dr, s et s-j-d* etc., exprimi per bildpdqdrds etc., 
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ubi X erit quantitas constans a />,'/» r, * etc. independens. Et quidem ma- 
nifesto erit * valor integralis ordinis v* 1 J* S2dpdf/drd* . . singulis varia- 
bilibus p , q, r, s etc. a valore — oo usque ad valorem oo extensis. 


177 . 

Hinc iam sponte sequitur, systema maxime probabile valorum quantitatum 
p, q,r, s etc. id fore, in quo Q valorem maximum obtineat, adeoque ex v ae- 
quationibus ~ = 0, — 0, d - = 0, = 0 etc. eruendum esse. Hae 

aequationes, statuendo M — V = w, M — V = c\ M — V = r" etc., atque 
= <p'A, formam sequentem nanciscuntur: 


dp 





d«* * , dt>' • * , 

di » <; + 3 ?» V + 


dr 

dr 


? ,! + 


dr 

da 


f'* + 


dr* • • . 
37 » V + 

dc' ' • , 

37» 0 + 


dp » V + etc - = 0 

3 7?’®'+ etc. = 0 

dr" • « , , 

dr 'f V + <!tc ' = 0 

d » s 

■j 'f v" ’ -j- etc. = 0, etc. 


Hinc itaque per eliminationem problematis solutio plene determinata deri- 
vari poterit, quamprimum functionis 'f' indoles innotuit. Quae quoniam a priori 
definiri nequit, rem ab altera parte aggredientes inquiremus, cuinam functioni, 
tacite quasi pro basi acceptae, proprie innixum sit principium trivium, cuius 
praestantia generaliter agnoscitur. Axiomatis scilicet loco haberi solet hypothesis, 
si quae quantitas per plures observationes immediatas, sub aequalibus circumstan- 
tiis aequalique cum institutas, determinata fuerit, medium arithmeticum inter 
omnes valores observatos exhibere valorem maxime probabilem, si non absoluto 
rigore, tamen proxime saltem, ita ut semper tutissimum sit illi inhaerere. Statu- 
endo itaque V= V'= K"etc. =p, generaliter esse debebit <p '(M - — p)-\-<f'(M' — p) 
-f- — p) -f- etc. = 0 , si pro p substituitur valor ^ ( M -J- M'-\- M"-\- etc.), 

quemcunque integrum positivum exprimat p. Supponendo itaque J/'=Jtf”=ctc. 
= M — p N, erit generaliter, i. e. pro quovis valore integro positivo ipsius p, 



quantitatem constantem, quam per k designabimus. Hinc fit] logtpA = 
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i k A A -f- Const. , sive designando basin logarith morum hyperbolicomtn per <■, 
suppouendoque Const. = logx, 

Porro facile perspicitur, k necessario negativam esse debere, quo 12 revera fieri 
posuit maximum, quamobreni statuemus J k = — /</<; et quum per theorema 
elegans primo ab ili. Laplace inventum, integrale jo.~ AAii dA, a A = — oo 
usque ad A = -j- cd, fiat = V A ' (denotando per t: semicircumferentiam cir- 
culi cuius radius t), functio nostra fiet 


178. 

Functio modo eruta omni quidem rigore errorum probabilitates exprimere 
certo non potest: quum enim errores possibiles semper limitibus certis coerceantur, 
errorum maiorum probabilitas semper evadere deberet = 0, dum formula nostra 
semper valorem linitum exhibet. Attamen hic defectus, quo omnis functio aua- 
lytica natura sua laborare debet, ad omnes usus practicos nullius momenti est, 
quum valor functionis nostrae tam rapide decrescat , quamprimum h A valorem 
considerabilem acquisivit, ut tuto ipsi 0 aequi valens censeri possit. Praeterea 
ipsos errorum limites absoluto rigore assignare, rei natura numquam permittet 

Ceterum constans h tamquam mensura praecisionis observationum conside- 
rari poterit Si enim probabilitas erroris A in aliquo observationum systemate 
per * e ~ , in alio vero systemate observationum magis minusve exacta- 
rum per exprimi concipitur, exspectatio, in observatione aliqua e 

systemate priori errorem inter limites — 5 et -j- 3 contineri, exprimetur per inte- 
grale dA a A = — 3 usque ad A = -j-6 sumtum, et perinde ex- 

B]>ectatio, errorem alicuius observationis e systemate posteriori limites — 3' et -j- 3' 
non egredi, exprimetur per integrale d A a A = — 3' usque ad 

A = — f— o extensum: ambo autem intcgralia manifesto aequalia fiunt, quoties 
habetur h 3 = AS. Quodsi igitur e. g. K — '2h, aeque facile in systemate priori 
error duplex committi poterit, ac simplex in posteriori, in quo casu observationi- 
bus posterioribus secundum vulgarem loquendi morem praecisio duplex tribuitur. 
a. th. m. 30 
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179. 

Inui ea quae ex hac lege sequuntur evolvemus. Sponte patet, ut pro- 
ductum 12 = h 11 r'~ e ~ + * r +* * +...) maximum, aggregatum 

vv -(- v' r’-j- v" v" etc. miniiiiuin fieri debere. Systema itaque maxime probabile 
valorum incognitarum p, q, r, s etc. id erit, iit quo quadratu differentiarum inter 
functionum V, V‘, V” etc. valeres observatos et computatos summam minimum 
efficiunt, siquidem in omnibus observationibus idem praecisionis gradus praesu- 
mendus est. 

Hocce principium, quod in omnibus applicationibus mathesis ad philoso- 
phiam naturalem usum frequentissimum offert, ubique axiomatis loco eodem iure 
valere debet, quo medium arithmeticum inter plures valores observatos eiusdem 
quantitatis tamquam valor maxime probabilis adoptatur. 

Ad observationes praecisionis inaequalis principium nullo iam negotio ex- 
tendi potest. Scilicet si mensura praecisionis observationum, per quas inventum 
est V— M , V—AT, V — M' etc. resp. jier h , Ii, h" etc. exprimitur, i. e. 
si supponitur, errores bis quantitatibus reciproce proportionales in istis obser- 
vationibus aeque facile committi potuisse, manifesto hoc idem erit, ac si per ob- 
servationes praecisionis aequalis (cuius mensura = l) valores functionum h V, 
h'V, h"V” etc. immediate inventi essent = hM, ItM, li Af etc.: quatnobrem 
systema maxime probabile valorum pro quantitatibus p , </, r, s etc. id erit, 
ubi aggregatum h h r r -f- hhdvf- h"h"r"r -{- etc. i. e. ubi summa quadratorum dif- 
ferentiarum inter valores revera observatos et computatos per numeros qui prae- 
cisionis gradum metiuntur multiplicatarum fit minimum. Hoc pacto ne necessa- 
rium quidem est, ut functiones V , V, V" etc. ad quantitates bomogeneas 
referantur, sed heterogeneas quoque (e. g. minuta secunda arcuum et temporis) 
repraesentare poterunt, si modo rationem errorum, qui in singulis aeque facile 
committi potuerunt, aestimare licet. 


I 30. 

Principium in art praec. expositum eo quoque nomine se commendat, 
quod determinatio incognitarum n umeri ca ad algorithmum expeditissimum re- 
ducitur, quoties fuuetiones V , V , I’ etc. lineares sunt. Supponamus 

esae 
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M — V = v — — m -)- (ip + 4“ er -j- ds 4- etc. 

M — V' =e= — m' 4- <ip 4* bq 4~ cr 4* d 's -j- etc. 

M" — l r = #•’ = — m’4- np 4- b q-\- c"r4- d"s 4“ etc. 

etc., statuam usque 

a c-f- av-j- «V4- etc. = P 
hv 4- b'v' 4- 6V4- etc. = V 
ev 4- c V4- cV-f- etc. = Ii 
dv-\-d'v-\- d" i>”4_ etc. = S 

etc. Tunc v aequationes art. 177., e quibus incognitarum valores detenninare 
oportet, manifesto hae erunt: 

P= 0, £ = 0, Ii — 0, S= 0, etc. 

siquidem observationes aeque bonas supponimus, ad quem casum reliquos re- 
ducere in art. praec. docuimus. Adsunt itaque totidem aequationes lineares, quot 
incognitae determinandae sunt, unde harum valores per eliminationem vulgarem 
elicientur. 

Videamus nunc, utrum haec eliminatio semper possibilis sit, an umquam 
solutio indeterminata vel adeo impossibilis evadere possit. Ex eliminationis theo- 
ria constat, casum secundum vel tertium tunc locum habiturum esse, quando ex 
aequationibus P z= 0, <^ = 0, 7? = 0 , /S = 0 etc., omissa una, aequatio 
conflari potest vel identica cuin omissa vel eidem repugnans, sive quod eodein 
redit, quando assignare licet functionem linearem aT > 4 - ®^4 _ T-^4“®‘^4 _etc -? 
quae fit identice vel = 0 vel saltem ab omnibus incognitis p , </, r, s etc. 
libera. Supponamus itaque fieri a /‘ 4- 8 ^ + Y ^ 4“ ® 4" et©- — x. Sponte ha- 
betur aequatio identica 

(» 4~ m ) f 4" (®“H ”0 ( v "4" m ”) °”4" etc - = pP-\- qQ 4" r H 4* *S4* etc * 

Quodsi itaque per substitutiones p — ax, q = 6x, r = yx, s — &x etc. fun- 
ctiones c, v , v" etc. resp. in — m4*^*> — m'4-Xx, — «"4-X"* etc. transire sup- 
ponimus, manifesto aderit aequatio identica 

(XX 4 -X'X' 4 -XT 4 - etc.) x x — (X m 4- XW-f- Xm" etc.)x = xx 

30* 
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i. e. erit X X -|- X X -f- X’ X etc. = l> , x — (— X — J— X w — (— X» m’ — ett*. sstl: hinc 
vero necessario esse debebit X = 0, X = 0, X"= tt etc. atque * = 0. Hinc 
patet, functiones omnes F , F, F’ etc. ita comparatas esse, ut valores ipsarum 
non mutentur, si quantitates p, </, r, x etc. capiant incrementa vel decrementa 
quaecunque numeris a, € , f, 6 etc, proportionalia: huiusiuodi autem casus, in 
quibus manifesto determinatio incognitarum ne tunc quidem possibilis esset, si 
ipsi veri valores functionum F, F, F" etc. darentur, huc uon pertinere iam 
supra monuimus. 

Ceterum ad casum hic consideratum omnes reliquos, ubi functiones F, 
F , V" etc. non sunt lineares, facile reducere possumus. Scilicet designantibus 
i:, y» j>, a etc. valores approximato* incognitanim j>, </, r, s etc. (quos facile 
eliciemus, si ex p aequationibus F = i/, F = M\ V' — M" etc. primo v 
tantum in usum vocamus), introducemus incognitarum loco alias //, </ , r’, s' 
etc,, statuendo p, q = X + V, = f< — )— r s = 3-f-s' etc.: mani- 

festo harum novarum incognitarum valores tam parvi erunt, ut quadrata pro- 
ductaque negligere liceat, quo pacto aequationes sponte evadent lineares. Quodsi 
dcin calculo absoluto contra exspectationem valores incognitarum p, </ , r, s etc. 
tanti cmergereut, ut parum tutum videatur, quadrata productaque neglexisse, 
eiusdem operationis repetitio (acceptis loco ipsarum r, y, p, a etc. valoribus 
confectis ipsarum />, q, r, s etc.) remedium prorutum atteret. 

181 . 

Quoties itaque unica tantum incognita p adest, ad cuius determiuationem 
valores functionum ap -f- n, a p -f- ■» , a 'p-\-n etc. resp. inventi sunt — M, 
M\ M etc. et quidem per observationes aeque exactas, valor maxime probabilis 
ipsius p erit 

+ </m'+ ti’m* rtf. 

a a aV+ a n a H - f- etr. 

scribendo m , m', m’ etc. pro M — «, M — n, M — n etc. 

Ium ut gradus praecisionis in hoc valore praesumendae aestimetur, suppo- 
nemus, probabilitatem erroris A in observationibus exprimi per Hinc 

probabilitas, valorom verum ipsius p esse = \ proportionalis erit functioni 

e — hh((ap — m)* + (a'i> — »')* + (“> — m»")’ + etc.) 
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si pro p substituitur A -\- p. Exponens littius functionis reduci potest ad for- 
mam — hh(aa-\-ad-\-a"ti'‘-\-e\,c.)(pp — %pA-\-li), ubi fi n p independciis 
est: proin functio ipsa proportionalis erit huic 

— h h (« u 4" rtc.) i/j/ 

e 

Patet itaque, valori A eundem praecisionis gradum tribuendum esse, ac si in- 
ventus esset per observationem immediatam, cuius praecisio ad praecisionem ob- 
servationum primitivarum esset ut h j/(no -j- «V-{- d'd"-\- ctc.) ad l > , sive ut 
/ (a a -f- f- a“d'-\- ctc.) ad I . 


182 . 

Disquisitioni de gradu praecisionis incognitarum valoribus tribuendo, quo- 
ties plures adsunt, praemittere oportebit considerationem accuratiorem functionis 
ro-f- vv — f- rV-(- etc., quam per W denotabimus. 

1 . Statuamus { = p ' = X -{- a p -(- 8 <[ 7 r -f- 2 « -f- etc., atque 

W ~*{- = W, patetque fieri p = I\ et, quum sit = 0, 

functionem II' a p liberam fore. CoSfficiens a = aa-f-«n -|-a”<i”-|- etc. 
manifesto scmper erit quantitas positiva. 


II. Perinde statuemus — 4 ' — + 8 -f- 7 r-f- o n -j- etc., atque 

* tr> oV iif* •. * , d H' p ili/ /q 6 < dlK" 

H — = If , entquc q = { . — r r “ 


v-. 


= o. 


S, — .-a, - / — at< l uc a 4 

unde patet, functionem H” tum a p tum a </ liberam fore. Haec locum non 
haberent, si fieri posset 8 =0. Sed patet, JF oriri ex « o -|- eV-|- oV-f- etc., 
eliminata quantitate p ex e, »/, e” etc. adiumento aequationis y/ = o ; hinc 
8 erit summa coUfficientium ipsius <[ </ in <■<’, »V, r V etc. post illam elimi- 
nationem, hi vero singuli coeffieientes ipsi sunt quadrata, neque omnes simul 
evanescere possunt, nisi in casu supra excluso, ubi incognitae indeterminatae 
manent. Patet itaque, 8 esse debere quantitatem positivam. 

III. Statuendo denuo =r's=X”-j- f etc., atque II” — 

= II”, erit r — fi — J ji — ^ , <i , atque II’ libera tum a p , tum a </, tum 
a r. Ceterum coSfficientem 7" necessario positivum fieri, simili modo probatur, 
ut in II. Facile scilicet perspicitur, 7' esse summam coKfficientium ipsius rr 
in vv y vv\ rv etc., postquam quantitates p et </ adiumento aequntionum 
p = 0, </ — <• ex v , v" etc. eliminatae sunt. 
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IV. Eodem modo statuendo J - p” = s' = 3 * -f- etc. , W’ = 

W " — | erit *’ == S — -p' — t ,<] »r, H' a p, q, r, * libera, atque S 

quantitas positiva. 

V. Hoc modo, si praeter p , q, r, s adhuc aliae incognitae adsuut, ulte- 
rius progredi licebit, ita ut tandem habeatur 

H r = - pp -j- q ^ -j- > r r — |- s s — |- etc. -}- Oonst. 

ubi omnes coefficientes a, 6 ', 7 ”, 5” etc. erunt quantitates positivae. 

VI. latu probabilitas alicuius systematis valorum determinatorum pro quan- 
titatibus p , q, r, s etc. proportionalis est functioni quamobrem, ma- 

nente valore quantitatis p indeterminato, probabilitas systematis valorum deter- 
minatorum pro reliquis, proportionalis erit integrali Je~ hk 11 dp a p — — co 
usque ari p = -(- 00 extenso, quod per theorema ill. Laplace fit 

= h~' f srV + 

haeccc itaque probabilitas proportionalis erit functioni . Perinde si in- 

super q tamquam indptenninata tractatur, probiibilitas systematis valorum deter- 
minatorum pro r, s etc. proportionalis erit integrali fe~ hk ™ d q a q = — co 
usque ad q = -\- co extenso, quod fit 

= A -1 *-* *'»'+««•.) 

sive proportionalis functioni e~ hh w ”'- Prorsus simili modo, si etiam r tamquam 
indeterminata consideratur, probabilitas valorum determinatorum pro reliquis s etc. 
proportionalis erit functioni e - ** et sic porro. Supponamus, incognitarum 
numerum ad quatuor ascendere, eadem enim conclusio valebit, si maior vel minor 
est. Valor maxime probabilis ipsius s hic erit = — , probabilitasque, hunc 

a vero differentin a distare, proportionalis erit functioni e~ lthi *, unde conclu- 
dimus, mensuram praecisionis relativae isti determinationi tribuendae exprimi per 
^/6 ”, si mensura praecisionis observationibus primitivis tribuendae statuatur = 1 . 

183. 

Per methodum art. praec. mensura praecisionis pro ea sola incognita com- 
mode exprimitur, cui in eliminationis negotio ultimus locus assignatus est, quod 
incommodum ut evitemus, coPfficientem 3’ alio modo exprimere conveniet. Ex 
aequationibus 
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P = P 

Q = 7 + ^ P 

R = r '+ J> 9 + }p 

S = * + T -«r + J,j+ *p' 

sequitur, ipsas y>, , r, a per /’, //, 6’ ita exprimi posse 

V = P 
,, = 

r' = ff-f-SB ' Q + HP 

* = .$+£"« + ©"<?+ %P 

ita ut J(, 0', 33', 31", © , (? sint quantitates determinatae. Erit itaque (in- 
cognitarum numerum ad quatuor restringendo) 

*=-£+ £>+£<?+*: R+±,S 

Hinc conclusionem sequentem dedueimuB. Valores maxime probabiles incogni- 
tarum p, q, r , « etc. per eliminationem ex aequationibus P — 0, Q = 0, 
R = 0, S = 0 etc. deducendi, manifesto, si aliquantisper P, Q , R, S etc. 
tamquam indeterminatae spectentur, secundum eandem eliminationis operationem 
in forma lineari per P, Q , R, S etc. exprimentur, ita ut habeatur 

p = L +AP+BQ + CP+DS + 'stc. 

,j = L -(- A‘P+ HQ -j- C R +D'S+ etc. 
r = L‘ + AP+&Q + ('"R + D’S + etc. 
s = L~+A'P+irQ+C‘li+irS+ etc. 

etc. 

His ita factis, valores maxime probabiles ipsarum p , q, r, s etc. manifesto erunt 
resp. L, /y’, L", L" etc., mensuraque praecisionis his determinationibus tribu- 
endae resp. exprimetur per [/[i \/]j>i [/('" i (/;,'•» etc., posita praecisione ob- 
servationum primitivarum = 1. Quae enim de determinatione incognitae t 
ante demonstravimus (pro qua 8 respondet ipsi ) , per solam incognitarum 
permutationem ad omnes reliquas transferre licebit. 
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184. 

Ut disquisitiones praecedentes per exemplum illustrentur, supponamus, per 
observationes, in quibus praecisio aequalis praesumenda sit, inventum esse 

P~9+ ir = 3 

3 jj -f- 2 <[ — 5 r = 5 
*P + 0+4r=2l 

per quartani vero, cui praecisio dimidia tantum tribuenda est, prodiissc 
— 271 + 60 + «r — 28 

Loco aequationis ultimae itaque hanc substituemus 
— P+*<1+ 3r = 14 

haucque ex observatione prioribus praecisione aequali provenisse supponemus. 
Hinc fit 

/' = 27y>+ 60 — 88 

Q = 67 )+ 150 + r — 7« 

U — 0 + 54r— 107 

atque hinc per eliminationem 

I9S99y> = 49154 +809P— 324 $+ 6 R 

198990 = 70659 — 324P+ 1458$ — 27 R 
19899r = 38721 + 6 P— 27 $+369/«! 

Incognitarum itaque valores maxime probabiles erunt 

p = 2,470 
0 == 3,551 
r = 1 ,9 1 6 

atque praecisio relativa his determinationibus tribuenda, posita praecisione obser- 
vationum primitivarum = 1 , 
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pro V . . . i/ 1 ***-* = 4,90 
pro «/ . . . i/ V‘ 4 Vs' = 3 > 69 

p» = 


185. 

Argumentum hactenus pertractatum pluribus disquisitionibus analytieis 
elegantibus occasionem dare posset, quibus tamen hic non immoramur, ne nimis 
ab instituto nostro distrahamur. Eadem ratione expositionem artificiorum, per 
quae calculus numericus ad algorithmum magis expeditum reduci potest, ad aliam 
occasionem nobis reservare debemus. Unicam observationem hic adiicere liceat. 
Quoties multitudo functionum seu aequationum propositarum considerabilis est, 
calculus ideo potissimum paullo molestior evadit, quod copfficientes per quos 
aequationes primitivae multiplicandae sunt ut P, Q, It , S etc. obtineantur, 
plerumque fractiones decimales parum commodas involvunt. Si in hoc casu operae 
pretium non videtur, lias multiplicationes adiumento tabularum logarithmicarum 
quam accuratissime perficere, in plerisque casibus sufficiet, horum multiplicatorum 
loco alios ad calculum commodiores adhibere, qui ab illis parum differant. Haecoe 
licentia errores sensibiles producere nequit, eo tantummodo casu excepto, ubi 
mensura praecisionis in determinatione incognitarum multo minor evadit, quam 
praecisio observationum primitivarum fuerat. 

186. 

Ceterum principium, quod quadrata differentiarum inter quantitates obser- 
vatas et computatas summam quam minimam producere debeant, etiam indepen- 
denter a calculo probabilitatis sequenti modo considerari poterit. 

Quoties multitudo incognitarum multitudini quantitatum observatarum inde- 
peudentium aequalis est, illas ita determinare licet, ut his exacte satisfiat. Quo- 
ties autem multitudo illa liat! minor est, consensus absolute exactus obtineri ne- 
quit, quatenus observationes praecisione absoluta non gaudent. In hoc itaque 
casu operam dare oportet, ut consensus quam optimus stabiliatur, sive ut diffe- 
rentiae quantum fieri potest extenuentur. Haec vero notio natura sua aliquid 
vagi involvit. Etiamsi enim systema valorum pro incognitis, quod omnes diffe- 
o. th. m. 3 1 
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mitia* resp. minore* reddit quam aliud, procul dubio huic praeferendum sit, 
nihilominus uptm inter duo systemata, quorum alterum in aliis observationibus 
consensum meliorem otfert, alterum in aliis, arbitrio nostro quodammodo relin- 
quitur, manifestoque innumera priucipia diversa proponi possunt, per quae con- 
ditio prior impletur. Designando differentias inter observationes et calculum per 
A, A , A etc. , conditioni priori non modo satisfiet, si A A -(- A A -j-A”A‘-f- etc. 
fit minimum (quod est principium nostrum), sed etiam si A* + A * -j- A”‘ -f- etr., 
vel A‘ -(- A * -j- A" e -)- etc. , vel generaliter summa potestatum exponentis cuius- 
cunque paris in minimum abit. Sed ex omnibus his principiis nostrum simpli- 
cissimum est, dum in reliquis ad calculos complicatissimos deferremur. Ceterum 
principium nostrum, quo iam inde ab anno 1795 usi sumus, nuper etiam a clar. 
Lbqendkk in opere Nouvelle* mithodos ponr la d&erwination des orbile» de* comites, 
Pari * 1806 prolatum est, ubi plurea aliae proprietates huius principii expositae 
sunt, quas hic brevitatis caussa supprimimus. 

Si potestatem exponentis paris infinite magni adoptaremus, ad Bystema id 
reduceremur, in quo differentiae maximae fiunt quam minimae. 

111. Laflace ad solutionem aequationum linearium, quarum multitudo 
maior est quam multitudo quantitatum incognitarum, principio alio utitur, quod 
olim iam a clar. Boscovicii propositum erat, scilicet ut differentiae i]>sae sed om- 
nes positive sumtae summam minimam conficiant. Facile ostendi jiotest, systema 
valorum incognitarum, quod ex hoc solo principio erutum sit, necessario*) tot 
aequationibus c propositarum numero exacte satisfacere debere, quot sint incog- 
nitae, ita ut reliquae aequationes catomis tantum in considerationem veniant, qua- 
tenus ad optionem decidendam conferunt *. si itaque e. g. aequatio V M est 
ex carum numere, quibus non satisfit, systema valoruin secundum illud princi- 
pinm inventorum nihil mutaretur, etiamsi loco ipsius M valor quicuuque alius 
N observatus esset, «i modo designando per n valorem computatum, differentiae 
M — «, et N — n eodem signo affectae sint. Ceterum ill. Laplacb principium 
istud per adiectionem conditionis novae quodammodo temperat: postulat scilicet, 
ut summa differentiarum ipsa, signis non mutatis, fiat = 0. Hinc efficitur, ut 
multitudo aequationum exacte repraesentatarum unitate minor fiat quam multitudo 


*) Casibus specialibus exceptis, ubi «elutio quodammodo indeterminata manet 
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quantitatum incognitarum, verumtainen quod ante observavimus etiamnum locum 
habebit, siquidem duae saltem incognitae affuerint. 

187 . 

Revertimur ab his disquisitionibus generalibus ad propositum nostrum pro- 
prium, cuius caussa illae susceptae fuerant. Antequam determinationem quain 
exactissimam orbitae ex observationibus pluribus, quam quot necessario requi- 
runtur, aggredi liceat, determinatio approximuta iani adesse debet, quae ab omni- 
bus observationibus «lutis haud multum discrepet. Correctiones his elementis 
approximatis adhuc applicandae, ut uoiisensus quam accuratissimus efficiatur, 
tamquam problematis quaesita considerabuntur. Quas quum tam exiguas eva- 
suras esse supponi possit, ut quadrata productaque uegligere lieeat, variationes, 
quas corporis coelestis loca geooen trica computata inde nanciscuntur, per formu- 
las differentiate* in Sect. secunda Libri primi traditas computari poterunt. Loca 
igitur secundum elementa correcta quae quaerimus computata, exhibebuntur per 
functiones lineares correctionum elementorum, illorumque comparatio cum locis 
observatis secundum principia supra exposita ad determinationem valorum maxime 
probabilium perducet. Hae operationes tanta simplicitate gaudent, ut ulteriori 
illustratione opus non habeant, sponteque patet , observationes quotctuique et 
quantumvis ab invicem remotas in usum vocari posse. — Eadem methodo etiam 
ad correctionem orbitarum parttboliwrum cometarum uti licet, si forte observa- 
tionum series longior adest, couseususque quam optimus postulatur. 

188. 

Methodus praecedens iis potissimum casibus adaptata est, ubi praecisio 
summa desideratur: saepissime autem occurrunt casus, ubi sine haesitatione paul- 
Iulum ab illa i'emitti potest, si hoc modo calculi prolixitatem conaiderabiliter con- 
trahere licet, praesertim quando observationes magnum temporis intervallum uon- 
dmii includunt: adeoqite de orbitae determinatione ut sie dicam definitiva iioh- 
duni cogitatur. In talibus casibus methodus sequens lucro notabili in usum vo- 
cati poterit. 

Eligantur e tota observationum copia duo loca completa L et Z/, com- 
putenturque pro temporibus respondentibus ex elementis approximatis corporis 
coelestis distantiae a terra. Formentur dein respectu harum distantiarum tres 

31 * 
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hypothcses, retentis in prima valoribus computatis, nmtataquc in hypotheai secunda 
distantia prima, secundaquc in hypotheai tertia; utraqne mutatio pro ratione in- 
certi tudiiiis, quae in illis distantiis remanere praesumitur, ad lubitum accipi po- 
terit. Secundum has tres hypotheaes, quas in schemate sequente exhibemus. 



Hn>- >• 

. Hjrp. II. 

Hyp. 111 

Distantia*) loeo primo respondens 

1 * 

/> 

/) + 8 

D 

Distantia loco secnndo respondens 

n ' 

D’ 

Z)' + 8 


computentur e duobus locis L, L per methodos in Libro primo explicatas tria 
elementorum systemata, ac dein ex his singulis loca geocentrica corporis coelestis 
temporibus omnium reliquarum observationum respondentia. Sint haec (singulis 
longitudinibus et latitudinibus, vel ascensionibus rectis et declinationibus seorsim 


denotatui) 

in systemate primo .... J/, M, M" etc. 

in systemate secundo . . . M -f- a, J/ a', J/’ -(-a etc. 

in systemate tertio . . . . J/ — f- 6 , M'-\- 8’, .1/-J-8 etc. 

Sint porro resp. loca observata . . . N, N', N" etc. 


lam quatenus mutationibus parvis distantiarum l> , D respondent muta- 
tiones proportionales singulorum elementorum, nec non locorum geoccntricorum 
ex his computatorum; supponere licebit, loca geocentrica e quarto elementorum 
systemate, computata, quod distantiis a terra D -j- yS superstructum 

sit, resp. fore J/ -f- aar-j- 8y, if ax-f-8'y, M" 'y, etc. Hinc dein, 
secundum disquisitiones praecedentes, quantitates x, if ita determinabuntur, ut 
illae quantitates cum N, N\ N" etc. resp. quam optime consentiant (ratione 
praecisionis relativae observationum habita). Systema elementorum correctum 
ipsum vel perinde ex L, L et distantiis D xo, D -\-y 8 , vel secundum re- 
gulas notas e tribus elementonim systematibus primis per simplicem interpolatio- 
nem derivari poterit. 


Adhv.c comruodius erit, loco distantiarum ipsarum logaiithmis disUntiarym curtatarum uti. 
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1S9. 

Methodus haecce a praecedente in eo tantum differt, quod duobus locis 
geocentricis exacte, ac dein reliquis quam exactissime satisfit, dum secundum 
methodum alteram observatio nulla reliquis praefertur, sed errores quantum fieri 
potest inter omnes distribuuntur. Methodus art. praee. itaque priori eatenus tan- 
tum postponenda erit, quatenus locis L , L aliquam errorum partem recipien- 
tibus errores in locis reliquis notabiliter diminuere licet: attamen plerumque per 
idoneam electionem observationum L , L facile caveri potest, ne haec differentia 
magni momenti evadere possit. Operam scilicet dare oportebit, ut pro //, L' 
tales observationes adoptentur, quae non solum exquisita praecisione gaudeant, 
sed ita quoque comparatae sint, ut elementa ex ipsis distantiisque derivata a varia- 
tionibus parvis ipsarum positionum geocen tricarum non nimis afficiantur. Parum 
prudenter itaque ageres, si observationes parvo temporis intervallo ab invicem 
distantes eligeres, talesve, quibus loci helioccntrici proxime oppositi vel coinci- 
dentes responderent. 
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190 . 

Perturbationes, quas planetarum motus per actiouem planetarum reliquo- 
rum patiuntur, tam exiguae lenta eque sunt, ut post longius demum temporis in- 
tervallum sensibiles liant: intra tempus brevius — vel adeo, prout circumstantiae 
sunt, per revolutionem integram unam plureave — motus tam parum differet a 
motu in ellipsi perfecta secundum leges Kkpi.mu exacte descripta, ut observatio- 
nes deviationem indicare non valeant. Quamdiu res ita se habet., operae haud 
pretium esset, calculum praematurum perturbationum suscipere, sed potius suffi- 
ciet, sectionem conicam quasi osculatricem observationibus adaptare: dein vero, 
postquam planetu per tempus longius accurate observatus est, effectus perturba- 
tionum tandem ita se manifestabit, ut non amplius possibile sit, omnes observa- 
tiones per motum pure ellipticum exacte conciliare; tunc itaque harmonia com- 
pleta et stabilis parari noti poterit, nisi perturbationes cum motu elliptico rite 
iungantur. 

Quum determinatio elementorum ellipticorum, cum quibus perturbationes 
iungendae sunt, ut observationes exacte repraesententur, illarum cognitionem 
supponat, vicissim vero theoria perturbationum accurate stabiliri nequeat, nisi 
elementa iam proxime cognita sint: natura rei non permittit, arduum hoc negotium 
primo statim conatu perfectissime absolvere, sed potius perturbationes et elementa 
per correctiones alternis demum vicibus pluries repetitas ad summum praecisionis 
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fastigium evehi poterunt. Prinin itaque perturbationum theoria superstruetur 
elementis pure ellipticis, quae observationibus proxime adaptatu fuerant: deiu 
orbita nova investigabitur, quae cum his perturbationibus iuueta observationibus 
quam proxime satisfaciat. Quae si a priori considerahiliter discrepat, iterata 
perturbationum evolutio ipsi superstruenda erit, quae correctiones alternis vicibus 
toties rejiotentur, donec observationes, elementa et perturbationes quam arctissime 
consentiant. - 


101 . 

Quum evolutio theoriae perturbationum ex elementis datis ab instituto 
nostro aliena sit, hic tantummodo ostendendum erit, quomodo orbita approximat» 
ita corrigi possit, ut cum perturbationibus datis iuueta observationibus satisfaciat 
quam proxime. Simplicissime hoc negotium absolvitur per methodum iis quas in 
artt. 121 . 165 . 188 . exposuimus analogam. Pro temporibus omnium observatio- 
num quibus ad hunc finem uti propositum est, et quae prout res fert esse poterunt 
vel tres, vel quatuor vel plurcs, computabuntur ex aequationibus perturbationum 
harum valores numeriei, tum pro longitudinibus in orbita, tum pro radiis vectori- 
bus, tum pro latitudinibus heliocentricis : ad hunc calculum argumenta desumentur 
ex elementis ellipticis approximatis, quibus perturbationum theoria superstructa 
emt. Dein ex omnibus observationibus eligentur duae, pro quibus distantiae a 
terra ex iisdem elementis approximatis computabuntur: hae hypothesin primam 
constituent; hypothesis secunda et tertia formabuntur, distantiis illis paullulum 
mutatis. In singulis dein hypothesibus e duobus locis geocentrieis determinabun- 
tur positiones hefiocentricae distantiaeque a Sole; ex illis, postquam latitudines a 
perturbationibus purgatae fuerint, deducentur longitudo nodi ascendentis, incli- 
natio orliitae, longitudinesque in orbita. In hoc calculo methodus «irt. 1 10. aliqua 
modificatione opus habet, siquidem ad variationem secui arem longitudinis nodi et 
inclinationis respicere operae pretium videtur. Scilicet designantibus 6, t latitu- 
dines hei iocen tricas a perturbationibus periodicis purgatas; X, X longitudines 
heliooen tricas; ^ longitudines nodi ascendentis; / + i inclinationes 

orbitae; aequationes in hac forma exhibere conveniet: 

tangC = tangi" sin (X — £X) 

JgT ») Un X K = *V«g» «n (*'— — fi) 
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Hic valor ipsius ^ omni praecisione necessaria obtinetur, substituendo 

pro «' valoreui approximatum: dein i et Q, per methodos vulgares erui poterunt. 

A duabus porro longitudinibus in orbita, nec non a duobus radiis vectoribus 
aggregata perturbationum subtrahentur, ut valores pure elliptici prodeant. Hic 
vero etiam effectus , quem variationes seculares positionis perihelii et excentriei- 
tatis in longitudinem in orbita radiumque vectorem exserunt, et qui per formulas 
differentiales Sect I. Libri primi determinandus est, statim cum perturbationibus 
periodicis iungendus est, siquidem observationes satis ab invicem distant, ut 
illius rationem habere operae pretium videatur. Ex his longitudinibus in orbita 
radiisque vectoribus correctis, una cum temporibus respondentibus , elementa re- 
liqua determinabuntur: tandemque ex his elementis positiones geocentricae pro 
omnibus reliquis observationibus calculabuntur. Quibus cum observatis compa- 
ratis, eodem modo quem in art. 188. explicavimus systema id distantiarum elicie- 
tur, ox quo elementa omnibus reliquis observationibus quam optime satisfacientia 
demanabunt. 


192. 

Methodus in art. pvaec. exposita praecipue determinationi primae orbitae 
perturbationes implicantis accommodata est: quamprimum vero tum elementa 
media elliptica tum aequationes perturbationum proxime iam sunt cognitae, deter- 
minatio exactissima adiumento observationum quam plurimarum commodissime 
per methodum art. 1S7., absolvetur, quae hic explicatione peculiari opus non 
habebit. Quodsi hic observationum praestantissimaruin copia satis magna est, 
magnumque temporis intervallum complectitur, haec methodus in pluribus casibus 
simul determinationi exactiori massarum planetarum perturbantium, saltem ma- 
iorum, inservire poterit. Scilicet, si massa cuiusdam planetae perturbantis in 
calculo perturbationum supposita nondum satis certa videtur, introducetur, prae- 
ter sex incognitas a correctionibus elementorum pendentes, adhuc alia p, statuendo 
rationem massae correctae ad massam suppositam ut l — f- jx ad I ; supponere tunc 
licebit, perturbationes ipsas in eadem ratione mutari, unde manifesto in singulis 
positionibus calculatis terminus novus linearis ipsam g continens producetur, 
cuius evolutio nulli difficultati obnoxia erit. Comparatio positionum calculatarum 
cum observatis secundum principia supra exposita, simul cum correctionibus 
elementorum etiam correctionem g suppeditabit Quinadeo hoc modo massae 
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plurium planetarum exactius determinari poterunt, qui quidem perturbationes 
satis considerabiles exercent. Nullum dubium est, quin motus planetarum novo- 
rum, praesertim Palladis et Iunonis, qui tantas a Iove perturbationes patiuntur, 
post aliquot decennia hoc modo determinationem exactissimam massae Iovis alla- 
turi sint: quinadco forsan ipsam massam unius alteriusve horum planctarum 
novorum ex perturbationibus, quas in reliquos excercet, aliquando cognoscere 
licebit 


o. TU. M. 
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©,105 

* 4*35 f 

86 

0,0349314 

o,c66 

73 » 5 ° 

0,106 

71327 

»7 

0^390164 

0^67 

«0994 

0,107 

784UI f 

88 

1014 

0.068 

8881- 

0.108 

«5459 

*9 

I864 

<>,069 

0,0596618 

0,109 

9*500 

9 * 

27*3 

0,070 

Oyc6c4398 

0,110 

0,08995*5 

9 * 

35*7 

0/371 

1*157 

0111 

0 /39065 3C 

9 * 

44 * « 

0072 

19*95 

0,112 

13520 

93 

5*59 

0,073 

27612 

0.113 

10*94 

94 

6108 

0074 

153 c * 

0,114 

» 745 * 

95 

6956 

0.075 

4 * 9*4 

0.11$ 

3439 » 

9 * 

7804 

0,076 

54*39 

0,116 

4 » 3 »S 

9 ? 

8651 

0^77 

5**'4 

0.117 

4***1 

9» 

Ot°3S9499 

06 * 7 » 

65888 

0,118 

55* '4 

0,0399 

0,0360346 

0/??9 

734*3 

0,119 

*‘ 99 - 

C/34DC 

0,0361 192 

0/280 

0^681057 

0,120 

0,0968849 
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TABULA n. 


A 

I 

I»-* yy 

A 

lonyy 

k 

io* yy 

0 , 1*0 

0,0968849 

0,160 

0 , 1 X 309 X 7 | 

0,200 

0,1471869 

0,1 XX 

75 * 9 * 

o,x6i 

37191 

0,101 

7-653 

0,1 XX 

8X5XO 

0,162 

4 J 444 . 

0 102 

83417 

0,113 

89331 

0,163 

49681 

0,103 

89189 

i . °*'*4 

0*09961X7 

0.164 

559 “« j 

0 ,10| 

0,1494940 

0,115 

0 ,IOCH9C7 

0.165 

6x1x1 

0,105 

o,ijoc6Si 

0,1x6 

C9&71 

0,166 

683x1 

0^06 

06411 

0,1,7 

I64H 

0.167 

74508 

0,107 

11130 

0,128 

» 3*54 

0.168 

80683 

0,208 

■7838 

0,119 

»9873 

0*169 

86845 

0,209 


0,130 

3657« 

0,170 

9*994 

0,2 tC 


0,IJI 

43 1 ** 

0,17* 

0,1x99131 

0,211 


0,131 

49936 

0,171 

04*305x55 

0,112 

40565 

0**33 

56594 

0,173 

•13*7 

0,213 

46x20 

0,134 

63137 

0,174 

17466 

0,214 

51865 

o»* 3 J 

69865 

0,175 

»3553 

0,215 

57499 

0,136 

76478 

0,176 

296x8 

0,1(6 

‘3113 

°**37 

83076 

o,i 77 

3569° 

0,217 

68717 

0,138 

89660 

0,178 

41740 j 

O^lS 

74340 I 

0,139 

0,1096229 

0,179 

47778 

0,219 

79933 

0,140 

0,1102783 

0,180 

53804 

0,220 

85516 

1 

0,141 

093x3 

o,x8i 

5981S 

0,211 

91089 

0 i> 4 i 

' 5*49 

0,181 

658x1 

0.222 

0,1596651 

o >*43 

2X360 

0,183 

71811 ' 

0,213 

0,1601204 

0,144 

18857 

0,184 

77789 

0,114 

07747 

0,145 

3534 « 

0,185 

»3755 

0,115 

* 3*79 

0,146 

41809 

0,186 

897IO 

0 ,1X6 

18802 

0,147 

,8164 

o>i *7 

<=,' 395653 

0,117 

» 43*5 

J 0,14* 

547*4 

0,188 

0,1401585 ‘ 

0,128 

29817 

0,149 

61131 

0,l89 

O75O4 

0,1x9 

353*0 

0,150 

67544 

0,190 

I341X 

0,130 

40793 

0,151 

73943 

0,191 

19309 

0,131 

46167 

0,151 

80319 

O.I9I 

* 5*94 

0431 

5 * 73 ° 

°**53 

86701 

°**93 

31068 

o ,*33 

57184 

o ,*54 

93 ° 59 

0,194 

3693' 

°**34 

616x8 

o **55 

0,1199404 

o **95 

4x782 

°*»35 

68063 

0,15* 

0,1105735 

0,196 

486x2 

J * 

0,236 

-3488 

o.*S 7 

1x053 j 

o **97 

5445 ° 

<6137 

7 * 9 °J 1 

0,158 

*®357 

0,198 

60x68 

0,138 

84309 

o ,*59 

146» 

°**99 

66074 

»**39 

89705 

0,160 

0,11309,7 

0,200 

0,1471869 

0,140 

0,1695092 
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TABULA n. 



k 

i®gyy 

h 

logyy 

k 

logyy 

0,360 

0,1x83031 

0*400 

O.I455716 

0-440 

0,1610486 

0,361 

»6490 

Or 4 C« 

59940 | 

°* 44 * 

14499 j 

o.j6x 

9°943 

CylO» 

64158 

0,441 

18507 

0,563 

9539 ° 

0^03 

6*371 

0,443 

325M 

0,364 

0,1*99831 

0*04 

7157 * 

0.444 

36509 

0,365 

0,1304165 

0.405 

7*779 

0*445 

40503 

0,366 

0*694 

0,406 

*«)75 


4449 * 

0,367 

13116 

0^07 

85166 

0-447 

4*475 

0,36$ 

« 753 * 

<MO* 

* 935 ' 

0 , 44 * 

5*454 

O.Jfr, 

1194* 


9353 * 

0,449 

5642* 

0,370 

16346 

04*0 

0,1497705 

°* 4 S° 

60397 

o.J 7 « 

30743 

0411 

0,1501874 

<M 5 * 

64361 

i o*J 7 * 

35*35 

<M«* 

06038 

0*5* 

68321 

0*373 

395 ** ! 

« 4*3 

10196 

0*453 

71176 1 

0.374 

43900 

0 . 4*4 

»4349 

o *454 

76116 

0 .J 7 S 

4**74 

«VMS 

»*«6 

o *455 

80171 

o,$7« 

51641 

0416 

II638 

“.456 

84111 

0*377 

57003 

0,417 

1*775 

°*457 

88046 

0.37* 

«'359 i 

04*8 

3 C 9 C« 

<M 5 * 

9*977 

0*379 

65709 

0*19 

3503 * 

0 -459 

95903 

0,380 

7»53 

0.410 

39*53 

0,460 

0,1699*14 

0,381 

7439 * 

0.411 

431*9 

0^61 

0,1703741 

0.3*. 

7*713 

04** 

47379 

0,461 

0765» 

0,3*3 

83050 

°r4*J 

5 * 4*5 

0,4*3 

"559 

0,3*4 

«7370 

0 , 4*4 

555*4 

0464 

15+61 

o, 3 «s 

9.6*5 

04*5 

59*79 

0^65 

'9360 

0,386 

°**395993 

0^16 

6376S 

O466 

» 3*53 

0.3*7 

0,1400196 

0 . 4*7 

67*53 

0,467 

1714» 

0,3** 

04594 ! 

o^ll 

7 * 93 * 

0,46* 

31015 | 

0 , 3*9 

'->8885 

0,4x9 

76006 

0^69 

34901 

0.390 

13171 

0430 

»0075 

0470 

3*77* 

0 * 39 « 

«745* 

0431 

* 4 i 39 

o.47i 

44 & 4 S 

0,39» 

4*7*5 

043* 

88198 : 

0471 

46513 

0.393 

1599» 

°*433 

9 ** 5 * 

0*473 

50374 

0*394 

30*57 

°*434 

0,1596300 

0474 

54130 

o, 39 S 

345*4 

<6435 

0,1600344 

0475 

5808» 

0,396 

38766 

0 , 43 * 

043*1 

<M 7 * 

61919 

o ,397 

4301 X 

0 *437 

0*4.5 

0477 

6577. i 

■ 

47 * 5 * 

<M 3 * 

**444 

047 * 

696.9 

0.399 

5 * 4*7 

°*439 

16467 

o *479 

73443 

0400 

0 , 14557.6 

0 * 44 ° 

0,2610486 

0^*0 

0,1777171 
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A 

Io* VV 

2 

Io* yy 

i 

logyy 

0,4*0 

0,1777171 

0.510 

0,2926864 

0,560 

0,316993* 

048* 

81096 

0,51« 

305.* 

0,561 

73437 

0,481 

84916 

0,511 

3416* 

0,561 

76931 

0 . 4*3 

88731 1 

0 . 5*3 

37 *. 3 

0,565 

80422 

o -**4 

9*543 

°* 5*4 

4*455 

0,564 

85910 

o- 4*5 

°^r 9 *M 9 

0 * 5*5 

45091 

0.565 

*7394 

0,486 

0,1800151 

0,516 

48726 

0,566 

90*74 

0 - 4 *? 

° 39*9 j 

0.517 

5*355 

0,567 

94350 

0,488 

07743 

0,51* 

559*' 

0.568 

o,3o9-»i3 

0.4*9 

11531 

0.519 

59601 

0.569 

0,3101291 

0,490 

153,6 

0.530 

63210 

0.570 

Q475S 

0 , 49 » 

19C96 

°»J 3 « 

66*33 

0 * 57 * 

OSllO 

0 , 49 » 

I2871 

0 * 53 * 

70443 

0,57* 

11678 

0,493 

16644 

0.533 

74 C H 9 

0*573 

» 5*33 

| 0,494 

30411 

0.534 

77650 

0-574 

1 * 5*4 

0.495 

34*73 

0*535 

81148 

o .575 

22031 

0,496 

3793 * 

°> 53 « 

»4*41 

0.576 

»5475 

0,497 

41686 

o ,537 

88432 

0.577 

18915 

0 - 19 * 

45436 

0 - 53 » 

92018 

0.578 

3 * 35 * 

0,499 

49181 

0.539 

9 S 6 «> 

0.579 

357*5 

0,500 

51913 

0,540 

0,1999178 

0,5*0 

39**5 

0,501 

56660 

0,541 

0,3001751 

0 581 

42641 

0,501 

60391 

0 , 54 * 

06313 

0,5*1 

46164 

0,503 

64111 

0.543 

19*90 

0 . 5*3 

494*3 

0.504 

67*45 

0.544 

* 345 * 

0 . 5*4 

51*98 

0,505 

7*565 

O.W 5 

1701 1 

0 - 5*5 

56310 

0,506 

75181 

0.546 

20566 

O.586 

59**9 

0,507 

7*991 

0.547 

* 4'*7 | 

0.5*7 

63114 

0,508 

81700 

o,S 4 * 

17664 

0,5** 

66515 

0,509 

»6403 

0*549 

31108 

0.5*9 

69923 

[ 0,510 

90101 j 

0,550 

5474 * 

o* 59 ° 

733 '* 

I °. 5 ** 

93797 

0 , 55 * 

3***4 

0 . 59 ' 

767O9 

Q. 5 ** 

0,2897487 

0.55* 

4l8l6 

0.591 

8x96 

: 0 - 5*3 

0, 29^1174 

o *553 

45344 

0.595 

83481 

0,5*4 

04856 

0.554 

48869 

0.594 

86861 

0,515 

°*535 

0.555 

5*390 

0.595 

90*39 

0,516 

12109 

0,556 

55907 

0.596 

93611 

0 . 5*7 

15*79 

o» 5 S 7 

594 * 0 

0-597 

0.31969*3 

0,518 

•9545 

0.55* 

61930 

0.59* 

0,3200350 

0,519 

13107 

c *559 

66436 

o .599 

C37I4 

0,510 

0,2926864 

■ 

0,560 

0,316993* 

0,600 

0,3107074 


34 * 
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TABULA 111. (V. A*TT. 90. 100.) 


1 

x vel s 

E 

c 

x rei ( 

i 



c 

0,000 

0,0000000 

0,0000000 

0,040 

0,0000936 

0,0000894 

0,001 

001 

001 

0,041 

09*4 

0938 

0,001 

002 

003 

0,042 

1033 

098, 

0,003 

005 

°°5 

0,043 

1084 

1031 ! 

0,004 

009 

009 

0,044 

1 1 35 

1079 

O,co5 

OI4 

0x4 

0,045 

1188 

1128 

0,006 

031 

020 

0,046 

1242 

1178 

0,007 

Ol8 

Ol8 

0,047 

1298 

1229 

0,008 

037 

036 

o.c+8 

»354 

1281 

0,009 

o *7 

O46 

0,049 

1412 

»334 

0,010 

057 

°$r 

0,050 

1471 

1389 

0,011 

070 

069 

0,051 

* 53 * 

»444 

0,013 


082 

0,052 

«593 

1500 

0,013 

097 

096 

0,053 

1656 

1558 

0.014 

»*3 

111 

0,054 

1720 

1616 

0,015 


**7 

0.055 

1785 

1675 

0,016 

148 

*45 

0,056 

1852 

1736 

0,017 

167 

164 

0,057 

1910 

1798 

0.018 

187 

183 

0,058 

19S9 

1860 

0,019 

209 

104 1 

0,059 

2060 

1924 

0,020 

2 3 » 

226 

0^60 

2131 

1988 

0,021 

>S 5 

2-49 

0,061 

2204 

2054 

0,012 

280 

*73 

0,062 

1278 

2121 

0,033 

306 

298 

0.063 

*354 

1189 

0,024 

334 

3*5 

0,C*4 

* 43 * 

«57 

0,025 

361 

35 » 

0^65 

2509 

2317 

0,016 

39 * 

381 

0.066 

2588 

1398 

0,027 

4*3 

410 

0.067 

2669 

2470 

0,018 

455 

441 

C.068 

275» 

2 543 

0,029 

4>9 

473 | 

0,069 

183, 

2617 

0,030 

5*3 

506 ! 

0,070 

2918 

2691 

1 

0,031 

559 

539 

0^71 


1767 

0,031 

596 

575 

OyC >71 

3091 

> 8+4 

0,033 

6» 

611 

0*0 73 

3180 

2922 

0.034 

674 

648 

0,074 

316, 

3001 

0,035 

7*4 

686 

o*o 75 

3360 

3C8l 

0,036 

756 

726 

0076 

3453 

3l62 

0,037 

799 

** 

0^077 

3546 

3*44 

0,038 

*44 

807 

0078 

36,1 

33*7 

0,039 

8*9 

850 

0.079 

373* 

34 ** 

0,040 

0,0X0936 

0,00*894 

0,080 

0^003835 

0,0003+96 
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0,080 

0*0003835 

0,0003496 

0*081 

3934 

3581 

0,081 

4034 

3669 

0,083 

4,36 

3757 

0,0*4 

4139 

3*40 

o,c*S 

4343 

»38 

o/M 

4 ++* 

4027 

<M>8 7 

4555 

4119 

0,088 

4663 

4212 

c *>*9 

4 T 7 J 

4306 

0,090 

4884 

* 4401 

0,091 

4998 

4498 

0*092 


4593 

0,093 

5**4 

4691 

0,094 

5541 

4790 


545 * 

4890 

0,096 

5577 

499 * 

0.097 

5 * 9 ' 

5 c^i 

0,098 

5*‘9 

5*95 j 

0,099 

594 » 

5*99 

0,100 

6c66 

54^3 

0,101 

6192 

5509 

0,102 

6319 

5616 

0,103 

644* 

57*3 

0,104 

6578 

5831 

0,10$ 

6709 

594 * 

0,106 

6842 

6052 

0,107 

6976 

6163 

0,108 

7111 

6275 

0,109 

7148 

6389 

0,110 

73*6 

*S °3 

0,111 

7516 

66l8 

0,112 

7667 

6734 

0,113 

7*09 

685I 

0,114 

7953 

6969 

0,11 j 

8098 

7088 

0,116 

8145 

7208 

0,117 

*393 

73*9 

0,ll8 

8541 

745 * 

0,119 

8693 

7574 

0,120 

0,0008845 

0,0007698 


0,001011$ 
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TABULA III. 


D 

E 

c 

X T(*l i 

E 

: 

r 

o,Mo 

0^038189 

0,0028959 

0,170 

0 , 03494*5 

0/5036087 

0,141 

*6 35 

9166 

0 , 27 * 

0,0049888 

*337 

0,241 

* 9*3 

9394 

°*» 7 » 

0,0050191 

6587 

“■»«3 

9333 

9613 

0,173 

0699 

6*39 

0,144 

0^0,9685 

0,0019851 

©•»74 

<107 

7091 

O.MS 

«WX 3400 J 9 

0,0030083 

©.»75 

>$•7 

7344 

0,146 

0394 

0314 

0,276 

* 9 JO 

759* 

©»*47 

0751 

©545 

©.»77 

»344 

7851 

0,148 

Illi 

077» 

0,27! 

1760 

8107 

0,249 

« 47 » 

1081 

0,279 

3 ' 7 * 

8363 

0,290 

<*35 

«145 

0,180 

359 * 

8610 

0,251 

1199 

1480 

0,181 

4OIO 

8877 

0,151 

»566 

1716 

0,181 

4444 

9*35 

0,153 

»934 

« 95 » 

0,183 

4 * 7 » 

939» 

0,154 

33°5 

2189 

0,184 

519* 

9*54 

©»*55 

3677 

»417 

0,185 

5728 

0/3039914 

0,156 

4051 

2666 

0,186 

6l60 

0,0040175 

°»*S 7 

44»7 

* 9©5 

0,187 

6594 

©437 

0,15* 

4 *o» 

3146 

0.188 

7 ° 3 0 

0700 

o,x 59 

5184 

33*7 

0,189 

74 ** 

0963 

0,160 

5566 

361* 

0,190 

790» 

n »7 

0461 

59*9 

3*7. 

0,191 

»350 

1491 

0,261 

6334 

4**4 

0,191 

*795 

*757 

0.163 

6711 

435 * 

0,193 

9141 

1023 

0,164 

7111 

4603 

©»»94 

0,0059689 

1290 

* 0,165 

7 joi 

4 * 4 * 

°*» 9 S 

CVO06OX39 

»557 

0^66 

7*94 

J °94 

0,296 

0591 

2816 

0,^7 

8189 

534 * 

0.197 

1045 

3©95 

0,168 

8686 

55% 

0,198 

1501 

33*4 

0.169 

90*$ 

5*3* 

©»»99 

1960 

3*35 

0,270 

CMX49485 

0/3036087 

0.300 

0/3061411 

<¥»» 39 °* 
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TAEEL ZIH BEBECIINUKO DEK WAHKEX AXOMALIE 


+ = «. logw = logjf + i», logtglw = l<i((tgj ir-(- .V|i. A’'V + 

io ■+■ l"g 3 f 

io + logUJ 3 T 

AT 

10+11.7.V 

10 4* Ing 

* 

lo + logiY"' 1 

8,5(858901 

8,5*837159 

1 — Tata 

9,9995*549 

7.361238 n 

7 * 5 *» 5 * n 

8,6661-319 

8,66596242 

l ~ ria 

9 - 999379 M 

7 . 5 * 55 * 5 ** 

7,6986 n 

«,73964*43 

*- 739 ** 3°5 

1 — sta 

9 * 999 * 3°54 

7,661071 11 

7^4*0 n 

8,78837604 

«,-8783147 

1 

9.99891190 

7.757437 n 

7.918* ** 

1 8,85130031 

8,85057346 

, — jis 

9.99*54993 

7,881467 Q 

8/3603 11 

8,89115539 

8,89038143 

1 — rota 

9 - 99**5934 

7.9599*' *> 

*.*373 ** 

8,9^15794 

8,93916537 

1 — tao 

9,99-8130* 

*.°55739 ** 

8,2309 U 

8,98039716 

8,9794*443 

* — Tota 

9 - 9973 ** 3 * 

8,133827 n 

8,3-68 n 

9,0)39668* 

9 ^+ 1 X 1215 

* ToSd 

9-99651167 

8.256574 n 

« 4 * 5 * n 

9,09351648 

9 *° 9 I 3 i 75 * 

1 — rlra 

9,99563519 

8,351287 u 

8,5*53 n 

9 ,' 433 fc 8 i 4 

9.14061080 

*““ta 

9 * 994537*0 

8.445443 11 

8,6039 11 

9.17335886 

9.1^10034 

1 — A 

9 - 99375*°5 

8,501461 n 

».655* n 

9,10816384 

9,20446770 

1 ” 8*0 

9,99270076 

*» 5*5770 n 

*. 7>47 n 

9 , 1496:910 

9,14517476 

1 — A 

9,99122608 

8,641244 n 

8,7*15 n 

9,27661939 

9,27159214 

1 — A + ri« 

9,99011677 

8,689605 u 

8,8250 U 

9,30091914 

9,19531516 

* — A 

9,98900461 

8,732561 n 

8,8621 u 

93 * 3 ° 435 * 

9,31685919 

1 — A — ita 

9,98788961 

8.771*43 1* 

8,8947 n 

9 . 3 - 8337*93 

9,33660457 

1 — i2a 

9 - 9 ** 77*73 

8,806112 n 

8,9237 n ! 

9,36817634 

9.36062320 

1 — A 

9 - 9 * 5 * 7*74 

8,848095 n 

8,9576 n 

9 - 4 ° 1 43*45 

9.39169314 

1 A "“tao 

9,9*301456 

8,903290 D 

9,0005 D 

9 - 4309999 ° 

9,41105087 

1 ~ iS ~ ris 

9.98076C64 

8,9906x0 u 

9-0353 « 

9,44018200 

9^1981747 

1 A~H 

9,9*000337 

8.965080 n 

9,0456 I» 

946604164 

9 - 4^445977 

1 — A 

9 - 9777 * 3 ** 

9,005051 u 

9/3717 U 

9.48974967 

9 - 47 * 9*391 

* A rta 

9 - 97543 **» 

9.040616 D 

9 '° 95 * " 

9,51168702 

9.49760056 

1 “Tta 

9973 ** 7*3 

9,07*536 u 

9**37 >* 

9,5311431° 

9,51677870 

1 — t8o — aio 

9.9708II6I 

9.101388 n 

9.1289 n 

9 * 55 I 343°5 

9.53468313 

» — ri» 

9.96*48195 

9,127620 D 

9,1411 n ! 

1 9 - 5*946545 

9.55149108 

* lis-fia 

99 **' 4*73 

9,15*5*7*1 

9,1508 u 

9,58665444 

9,56734919 

> — tIs 

9.9637*7*3 

9,17357611 

9.1582 n 

9.60301803 

9 - 5 ** 37*37 

* — iSi> — ita 

9,96142109 

9.193821 u 

9,1635 u 

9.6l8684I2 

9.59665883 

1 — T ti 

9 , 959 °»« 39 

9,212516 n 

9.166911 

1 9,633704*1 

9,61029037 

i"o "f" aoo 

9,95664858 

9,219822 n 

9.1685 u 

9,6481597$ 

9.61333617 

A 

9^542425* 

9 ** 45*77 U 

9,1684 u 

9.66HO845 

9 >* 35 * 553 * 

A tiil 

9,95181304 

9.26C-98 l| 

9.1668 n 

9 * 7 * 5437 * 

9,65051500 

*-i 

9,9,88474* 

9.277639 U 

9,1627 n 

9.6886858I 

9.65951055 

1 — i + ita 

9.94*943*7 

9.287625 u 

9 -* 59 * i I 

9.70139815 

9.67072933 

A + rta 

9,9444***7 

9,199693 n 

9 , | 53 * n 
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log» 

io + logJlf 1 lo + IngiiiJW 

1 1 

= loeAf+i», logtgjw = log tg 1 A> + *Y'V 

N | 10+lngA' to+W-tf" 

‘ + -YV 

10+ log A’"' 

9 - 7 °>J 9*‘5 

9,67071933 

A + tIit 

9.944,8167 ’ 

9,299693 n 

9 ** 53 « n 

9 .?> 3 ~ 3*3 

9,68158895 

>-* 

9.942O080j 

9,310957 n 

9.1457 0 

9,71584174 

9.69111937 


99395 * 9*5 

9,32*474 D 

9.1371 n 

9.7376315« 

9.70234717 

* — i ~ A® 

9,93701611 

9,3311960 

9,1270 n 

9,75565185 

9.71786418 

>-* 

9 - 933053 ** 

9,345436 n 

9.1085 n 

9*77780504 

9 - 73*74179 

1 — 1 — tA 

9.9179566$ 

9,361354 n 

9.0800 u 

9,7870633! 

9.74456508 

1 — k — A 

997575397 

9,367520 u 

9.0661 a 

9.80719686 

9-76143917 

*-» 

9.91081875 

9*379945 n 

9.0310 n 

9,82776763 

9,77847947 

* — 1 — rfr» 

9 - 9*557570 

9 * 39 1 » 33 n 

8 , 9*75 “ 

9,84110417 

9 * 7*949734 

i-l-A 

9,911=4483 

9,397*4011 

8-9543 » 

9.85444839 

9,80016941 

* — l + Tfro 

9,90848502 

9,403760 a 

8,9171 0 

9*6740035$ 

9,8l6tll6l 

A 

9,90308999 

9 * 4**434 U 

8,852811 

9.89314651 

9 ** 3 < 3'999 

1 — 1~ rhs 

9*9-61709 

9*417753 ® 

** 775 J n 

9 - 9***3937 

9,84611957 

>— i — «V 

9.89209460 

9422808 n 

8,6801 n 

9.93103831 

9,86078*90 

A + t bi 

9.88649073 

9,426676 n 

8,5575 n 

9.94969488 

9.87506126 


9,8*481359 

9429421 n 

8.3879 n 

9,96825692 

9,88907568 

■ -1 

9,87306126 

9431097 a 

8.1121 n 

9,98882502 

9.90,38750 

1 — { — A 

9.86857914 

9431762 n 

6,7148 n 

9999 ,a »55 

9 - 9**95437 

1 — i A 

9,86530143 

9431617 n 

7 * 74*7 

10,01153818 

9,92320804 

1 — i — A 

9,86033801 

9_!3c*94 n 

8.1571 

10,03000990 

9.93436054 

•- 4 -A 

9*65531741 

9^19498 u 

8*3593 

10,04243031 

9,9432204° 

rt + ris 

9.85115835 

9427920 11 

84687 f 

10,06116026 

9.95641491 

A 

9.8454980, 

9,41479811 

8.5886 

10,08004489 

9*96954959 

A — tA 

9,83*84949 

9,4107800 

8,6771 

1 10,09274046 

997816715 

>-i+* 

9.83463161 

9417610 n 

8.7246 

10,10553481 

9,98696715 

1 — i + tA 

9 .* 3 u 3747 * 

9414048 n 

8.7652 

111,11493874 

IC.COOOCCOO 


9,81394874 

9*407973 n 

8.81J9 

10,14463598 

10^1303275 

1 i — ria 

9.81734497 

9,401018 n 

8,857» 

' ,CI .* 5795*59 

10,02173285 

A + A 

9,81291336 

9.395891 n 

8.8803 

10,17240311 

10*03*07395 

i + 4 

9,80811447 

9,389958 n 

8,9019 

10,19199492 

*o^ 3575°9 

I — i~ A 

9,80163135 

9.3813310 

8.9J6Q 

>0,109*7419 

*°t° 5457**3 

1+4 

9,79588001 

9,373105 0 

8*9434 

10,220t2643 

10x6120320 

A + A 

9.79139169 

9,367860 n 

8,9513 

10,23939544 

10x27306402 

i+i 

9,78612018 

9,3579500 

8,9655 

10,26413689 

10,08804563 

A 

9,7781511$ 

9 * 3444*7 0 

8 . 977 * 

10,28709848 

10,10170719 

A - t ha 

9,7708510» 

9 , 33 - 3 ’in 

8,9851 

IO3IC79568 

10,115569^ 

A~«Si 

9,76342799 

9 * 3 I 7°95 n 

8,9*9* 


35* 
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TAFEI. ZIIB BKBKCHNUNO DEU WAHKEX ANOMALIE 


= '»• logm = logAf + F, logtgjw = logtgiH "+ Np + A">* + -WV 




io*f- log M 

10 -f* log lg \ W 

y 

10 4 - log N 

io + l U *Jf" 

10+ log N 

10,31079568 

10,11556941 

A — A 

9,76341799 

"" 

9,317095 n 

8.9*91 

io.jjsjiiiS 

10,12966568 

A — T$U 

9*75567466 

9.301787 u 

« 99°3 

10,36074161 

10,14403151 

i+ iBe 

9.74818803 

9.185335 u 

8,9884 

10,38718953 

10,15871021 

4 + A 

9.74036269 

9.267674 D 

8,9837 

10*0083114 

10,16617916 

t + iBa 

9,73639650 

9.158367 n 

8,9803 

10*1477576 

10,17374370 


9.73139376 

9,248729 n 

8,9762 

1043386587 

10,18398839 

i + A 

9-71699873 

9.235342 n 

8.9697 

1045859496 

10,19707351 

i + A 

9,71015930 

9.117706 n 

8,9598 

1048438041 

10,21050266 

*+A 

9.71321044 

9,199006 n 

6-9479 

10,50584503 

10,11152073 

i + rta 

9 , 7 ° 7 S 7 °'» 

9.183128 n 

8,9370 

10,51247376 

10,22995961 

4 + Aa 

9.-0319138 

9,1708900 

8.9280 

■0,53959062 

10,13856063 

i 

9.69897000 

9,15809611 

8,9183 

10,55722890 

,0 7 * 4733 J 45 

4 ”“ lia 

9.6946052O 

9,144824 n 

89077 

10,5754250° 

10,25629679 

4 ~ ria 

9,69019608 

9.131050 n 

8J964 

10.59149582 

10,26413689 

i~A 

9.68638088 

9.118813 n 

8,8861 

10,61365451 

10,27483596 

l“A 

9,68124124 

9,10x883 D 

8.8714 

10,63378149 

10,28444581 

4 — 1*5 

9,67669361 

94386428 n 

8.8577 

10,65465063 

>°** 94 3°663 

i — lia 

9,67209786 

9* c ?°343 n 

8,8430 

10,66900678 

10,30103000 

i — 2*5 

9.669OO678 

9^259251 n 

8,8327 

10,67631482 

10,30443897 

i — tio 

9.66745295 

9.053590 u 

8,8274 

10,69886991 

10,31486571 

i — ria 

9.66275783 

9*036121 n 

8.8108 

10,72136097 

10,32561245 

l“A+Hw 

9,65801 140 

9/317887 n 

8,0933 

10,74688242 

>0,33670795 

4-A 

9,65321251 

8.998829 n 

6,7746 

»,77545373 

10,34948500 

J + i 

9.64-81748 

8.976609 u 

8.7526 

> 0 , 7994 ' M$ 

10,36007965 

A 4 “ rio 

9.64345268 

•• 95797 * u 

8 - 735 « 

11481808085 

10,36826251 

i 4 * i 1 » + f ic 

9,64015004 

8.943463 11 

8,7191 

>0,83739467 

10,37666383 

4 + i 1 » 

9.63682210 

8 *9**45? n 

8,7038 

10,86767664 

10,38970963 

1 + i'<* — lia 

9 . 63 I 78 l 87 

« 9*955 u 

8,6796 

10,89968987 

10-10334117 

i + A — r bxs 

9.62668247 

8.8801 57 n 

8,6539 

10,92209389 

10-11178793 

A+ 1 Jb 

9,62314919 

8.862836 n 

8,6358 

10^*542777 , 

IO.4H549O2 

A 4 * A 

9,619-8876 

8,844831 n 

8,6169 

10,96170717 

10,429728(0 

A •+* A 

9,61729996 

8.831521 n 

8,6029 

10437601309 

IO-f 3513 a 76 

A + A 

9.61541395 

8,821281 n 

8.5921 

10.99510873 

10,44312X72 

A 4 * r in 

9.61 278386 

8,806549 n 

«,5765 

11,01103961 

10 , 44959-47 

A + laVo 

9.61066016 

8.794416 11 

8,5636 

11,03564644 

10,45959988 

A + r&a 

9.6074550« 

*," 75 S 96 » 

«>5437 
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1? i w + J tf \ te* = m , ln« tn 
j io M io-4- Iok tit l W 

L ; 

= lopr.W+|ji, log 

J V 

* 4 i 0 = I..',' I K WK + A> + N ", 

1 

10 -f- log tf j 10-f-logiV" 

i* + iV'V 

lO + lojfiy"' | 

11,035446+) 

10.45959988 

t\* + T &9 

9,60745501 

*. 77559 * " 

8.5*37 

j 11,049-9168 

10,46531687 

i\i + lia 

9.60566412 

8,764801 n 

8,5311 

11,07918125 

10^7712125 


+601-15999 

8.741417 n 

8.5083 

11,11016459 

10,48946149 


»• 59 * 4857 ' 

8,718911 n 

8,4831 

1 11,14291768 

10,50239944 

1 + rS» ■ 

9 . 5947«°75 

8.694169 11 

8,4568 

11,17764677 

«0,516X1108 


9.59IO646I 

8,668029 n 

8,4288 

41,11459567 

10.53034891 

ii“f" i*n “H jAh 

95 * 733*73 

8,640339 n 

8.3991 

u. 154:5556 

IO.J 4554 C 23 

i+* 

95 * 3576 S 9 

8,610904 n 

•■ 3*77 

11.29637802 

tO, 56 t 69246 

t\j — t 4 b 

9,57978360 

8.579489 u 

*. 334 ° 

11.34199196 

10.57894913 

i + 1*« -f* T&« 

9 * 575957*9 

8.545807 n 

8,2980 

14,39143381 

10.59748830 

i + 

957x9*77 

8.509500 11 

8.1593 

"•44537359 

10,61753456 

1 + Vn + ii» 

9.56810172 

8,47012011 

8,1173 

11,50467823 

10,63937680 

i + A 

956417143 

842-089 11 

8.1715 ! 

| 11,57048816 

10.66339543 

i + ri. 

9.56030514 

8,379646 n 

8,1211 

11,64434813 

10,69010562 

t\i — riu 

955630150 

8 * 3 * 575 * ** 

8*<*43 

1 1 ,684941168 

10,70468474 

i + V» 

95 S 4 ** 74 ' 

8.297844 n 

8,03+8 

11,7513807, 

10,72840786 

i + Vn"“-db 

9.55114663 

8,150734 n 

7 * 9*53 

| 11,82588860 

10,7548151, 

i+i’. 

9,34818461 

8,198202 n 

7*303 

11,88107697 

10,77427846 

4 + A + « 4 ® 

9.54613110 

8,159748 u 

7.8899 

1194166034 

«o, 79553 * 5 ° 

i + .V 

9,54406804 

8,117137 n 

7 ** 35 * 

1 1.9791 1606 

10,80862729 

^ + rb 1 

9.^4X88468 

8x191036 11 

7.8l86 

j 12,03991000 

10.82979966 

j+y» 

- 9-5 ,,0 357 

8,048814 n 

7.7749 

4 ,. 1,5,5478 

10,85938920 

l + A 

9,53386685 

7 . 9 * 977 * 0 

7 . 7*39 

12,20069644 

10.885426^1 

i+A 

9.53711918 

7.937793 » 

7.6613 

12,26829720 

10.90867249 

1 + t 4 » 

95357*597 

7.891364 n 

7,6l26 

11 , 33599-08 

10,93188166 

i T&M 

9 * 534449*9 

7.84300, n 

7 . 5 * 5 ' 

12,41178531 

10,93778785 

4 + mV« 

9533*7870 

7 . 793 * 4 ' " 

7.5111 

12,49782844 

10,98711325 

i + leta 

9 * 53 * 9^449 

7 . 734 * 14 1 ' 

7 * 5*4 

1 11.59719959 

11,02091557 

J+tA» 

9.53061651 

7,667367 11 

7.3*3* 

t2,715ll8l5 

■1416083463 

4 + ri, 

9.52934479 

7,58-161 n 

7.3016 

11.85951557 

11,10961757 

i "f i A* 

9,51815916 

7*4*974' n 

7.2039 

12,97765665 

11.14W654 

4 + «ii» 

9.52-20011 

7.4101 18 u 

7.* 2 34 

I3.16426107 

11,21216853 

i + iia 

9,52612380 

7,184648 11 

6.9969 

13.30914143 

11,26078695 

i + bIs* 

9,5154-673 

7,187418 n 

6,8990 

13,51801151 

n.35411518 

i * 4 * t 4 v 

954475*03 

7,040922 11 

6.7418 > 

13,75971682 

11.41162841 

, i + TBG» 

9 5 m >-.,68 

6,885743 U 

«.5960 
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EINRICHTUNGr DER TAFEL. 


Die Tafel gibt zutu logarithmus der mittleren Anomalie den logarithnma 
tangans der halbeu wahren Anomalie nach der iu der Ueberschrift stehenden 
Fonnel ftlr Werthe von 1 0 -f- logm innerhalb der Grenzen 8,5 und 13,8 auf 
wcniger ais drei Einheiten der achten Decimale genau, wenn fUr log M der- 
jenige Werth in der Tafel genommen wird, der dem Werthe logm zunUchst liegt. 
FUr Werthe ron 10 -f-logw, die weniger ais 8,5 betragen, ist zu setzen 

logtg J w = logm — m* . num [ log = 9,160663 — 10] 

— wt*. num [log = 9,0815 — 10] 

fUr Werthe, die Uber 13,8 hinausgehen , entweder 

logtgj //’ = flog3w — (3wi)~*.nuin[log = 9,637784 — 10] 

— (3«)“ * .num [log = 9,3368 — 10] 

oder 

log sin w = F log 1 m — (I m)~* . num [ log = 8,4337 — 10] 

log 3 = 0,47712125 log J = 9,57403127— 10 

Die Gri5ssen logtang { w und log sin w bestimmen sich, wenn in allcn 
Formeln die Glieder hiiherer Ordnung ais der zweiten unbeachtet gelassen, und 
dic Glieder zweiter Ordnung mit Hulfe vierstelliger Logarithmentafeln bereehnet 
werden, in so weit genau, dass die Fehler vor w weniger ais o'l betriigt. 


1 

c 

! 

< 
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BEMERKUNGEN. 


Der vorliegeude Abdruck der Theoria motus corporum coelestium bildet 
iii Vereinigung mit den sechs BUudeu GAUSs’ischer Werke, welche ich im Auftruge 
der koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gbttingen herausgebe, eine 
Gesammtauagabe von Gauss Werken. Sie cnthHlt mit Ausschluss einiger 
Tabellenwerke und der Karten fltr den Erdmagnetismus alie von Gauss ver- 
Bffentlichten Arbeiten, femer aus dem handscliriftlichcn Kachlasse, der «ich im 

N 

Besitze der koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen befindet, 
alie Aufzeichnungen, die inir ein wiaseuschaftliches Interesse zu haben schienen. 

Die Benutzung dieses Nachlasses, auch fllr die Ausgabe der Theoria motus, hat 
mir die kOnigliche Gesellschaft freigestellt. 

Das von Gacss im J !il ire 1809 in 4° veroifentlickte Werk ist hier unver- 
findert abgednickt. Die Anktlndignng, die er selbst von dem Werke in den 
Gottingischen Gelehrten Anzeigeri 1809 Juni 17 gegeben, habe ich ich in Gauss 
Werken, Band VI. Seite 83 aufgenommen. Die frtihem Druckfehler, die grbsaten 
Theils 8chon Hflentlich angemcrkt waren, zu denen auch noch einige andere von 
Gauss in seinem Exemplare angezeichnete hinzukommen, habe ich berllcksichtigt, 
tlber die wenigen den Inhalt betrelfenden Abiinderungen im Folgenden ausfUhr- 
lich berichtet. Meine Eiuschaltungen sind von Gauss Worten liberali dtirch be- 
sondere [Klammern] abgetrennt. Zur Erleichterung der Benutzung dieser Aus- 
gabe bei Oitaten , die sich ‘auf Seitenzahlen der iilteren beziehen , habe ich bei 
dem Inhaltsverzeichniss dieses Bandes die (pag.) der Anfhnge der Sectiouen in 
der frllheren Ausgabe mit angegeben. 
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BEMERKUXGEN. 


Zu Art. 1. 

Jn einem Briefe vom 23. Febr. 1810 (abgedruckt in der von Freiherm 
vom Zach henuisgegebene.ii Mouatlichen Correspondenz zur Befiirderutig der Erd- 
und Himmelskunde, Gotha 1810, MUrz. Band XXI. Seite 280) schreibt Gauss: 
Fur die Notirung der Druck/ehler [Munati. Corr. Bd. XXI. S. 281] in meiner 
Theoria , hin ick Herrn Oriani sehr verbunden. Er hat gara recht , dass ich 
[Art. 114. Zeile 16] hinzu mfligen vergessen habe, dass B, E, 2T=0, voraus- 
gesetzt werden mUssen, wenn die li edingungs- Gl eich ung, bei welcher die Gleichung 
[7] unbrauchbar ist, die dori angegebene Gestalt [neinlich : 


tang 6 ' tang 6 "nin (L — a) sin (L" — L) 
-f- tang 6 "tang 6 sin (L — d) sin ( L — L") 
+ tang 6 tang 6 ' sin (L" — a”) sin ( L ' — L) 




wie sie in der Ausgabc von 1809 stcht] haben soli. Es ist iibrigens lelar, dass , 
trenn auck nicht B, H, B = 0 sind, doch die Gleichung [7] unbrauchbar sein 
Jcann , wetin nemlich der 1 2 gliedrige Ausdnick, welchen Oriani enticicleelt hat, zu- 
fdTlig ■=■ 0 oder sehr klein wird. 

Dass Euler schon das Theorem gcjunden hat , woraus der schvne von mir 
La Place beigelegte Lehrsatz sehr leicht abgeleitet werden kann, JieI mir selbst 
schon frVdier ein, ais aber die Stelle Art. 177. schon abgedruckt war; ich wollte es 
aber nicht untcr die Errata setzen, iceil La Place wenigstens das obige Theorem 
doch erst in der dort gehrauchtcn Forni aiifgestellt hat. 

Die meisten der von Oriani angezeigten Druckfehler hatte ich mir auch 
schon notirt. Hier sind noch drei andere von ihm tthersehene! 

Art. 1, Zeile 17: statt inversa lies composita — — 


Zu Art. 8. 

Handschriftliche Aufzeichnung von Gauss: 


r* i si n r sin E 

1 = cos v cos L 4- 

* COS? 


sine «ni? 

COS? = 


• cos E — cos t? 

8111 « = x, 

T 1 — cos c cos A 
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Zu Art. 17. 

Neben die Formeln dieees Art hat Gavss in sein Handexemplar ge- 
achrieben: 


«in£ = + 

" (i + /cos<p)(i 

aequatio centri = 2 arcsin ' e sin E 

— 1 + /co»e-fc<>8» + cos®* i • E! 

= arccoe — — — — — ■£ — desini. 

1 + COSf 1 

= arc sin tang { ^p* tang E -\- e sm E 


Zu Art. 40. 

Gaubb hat in seinem Handexemplar Folgendes aufgezeichnet: 

log|= — 2Am = —±A — ,Wvt’ — i HA* . . 

= — 2 Tm = — * T+ AV T'~ A T 1 . . 


A 

Io*» 

1“K» 

T 

1 In*»' 

• 

0,000 

9,23984 

9,63778 

0,000 

j 9,23984 


0,010 

9,24134 

9,63909 

0,010 

9,23787 


0,020 

9,24284 

9,64041 

0,020 

j 9,23591 


0,030 

9,24435 

9,64172 




tang j v = 

= .3/ -j tangi 

to 



— N 

r* 


logif = 

= Am 


logA T —An 




Zu Art. 39. 4 3. 46. 

In Bezug auf die Benutzung der BAKKEit’schen Tafel bemerkt Gavss in 
den Astronomiachen Nachrichten Nr. 474, 1843 (Gauss Werke Bd. VI. S. 191), 
dass sie bei grosaen Anomalien tcegen dea beschwerlichen Interpolirens sehr unbe- 
quern wird, uud gibt ein Verfahren an, wie die Rechnung mit aeinen Logarithmen- 
o. th. m. 36 
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tafeln aut’ fUuf Decimata tellen und danit mit Matthiessen’s Tafelu bis zu sicben 
Decimalatellen zu fUhren ist. 

Zur Vermeidung der wcitltiufigen Rechuungeu, dic ruit dem einen oder 
dem andcm Vertahren noch verbunden sind, babe ieh oben Scite 274 eine Tafel 
angeftlgt, mit dercu Htllfe logtg^-w aus logi/t bestimmt wird. AufSeite 278 
habe ich den Grad der Genauigkeit angegebeu, der bei der versehiedenen Art 
der Beuutzuug dieser Tafel erreicht wird. 


Zu Art. 54. 

Handschriftliche Aufzeichnung von Gauss: 

Si duo triangula, communia habent duo latera b , r, erit 


I. 


II. 


III. 

IV. 


sin4(<T— a) 8infcsin4(C'+C) sincMii} (H'+ B) 

w r n'i(I'— A) cmMB r —ty- ' cos { (C—Cj ‘ 

»ioJ(»'+n) __ sin6eu94[C'+C) __ siucco«4(B'+ B) 
— A) ~~ sin|(B' — B) sinJ(C' — C) 

si ii 4 ta ' — «) iinfcgin4(C' — C ) — B) 

5n4(4’+A) chs 4 (J1+ B) cosl^+CT 

siiil(«'+«) ginhcog^f C*— C) sin c fu. 4 r It' - li) 

sin i (a '+ A) wniW+IfF ti»KC”+C) 


[Vergi. Gauss VVcrke Bd. IV, S. 401 und 405.] 


Zu Art. 67. 

Handschriftliche Aufzeichnung von Gauss: 

sinaeos? = — sin s sin b -(-cos e eos/; sin/ 
cos a eos 8 = cos b cos? 

sind = -f- cos e sin b -j- sin e cos b sin l 


Zu Art. SS. 

Handschriftliche Aufzeichnung von Gauss: 

Vorschriften um den Logar.-Sinns eine» kleinen Bogetis zu fnden: 
log sin n = log sin ? = log ? — x { J f f + T | r rr I t ?*+ etc. } 
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Man bilde die Grossen ! ’ ’ ' '■ nach fohtendem Geselze: 

ji , (i . . 4 


X = 2logn + 8,2307828 — 20 X = log|x 


X ' = X + | (i X' = logft' 

X’ = X’4- 1 J ,V ([i’ — |i) X' = logfi" 

x = X”+ iJ8 (n”— lO X"=logn" 

u. s. w. tt. s. tc. 

so ist logsin^p = 4,6855749 — 10 


-f-logH 

00 

— f* 

Beispid: tp — 37V = 133560" 



1,6855749 

8,2307828 



logw . 

. . 5,1256764 

2 log n . . 10,25135 28 




9,8112513 

X = 8,4821356 

1» = 

0,0303483.85 

00 

n • 

. . 0,0307842 

+ 60696.8 


4271.25 

logsintp . 

.. 9,7804671 

X' = 8,4882052.8 

K-’ = 

0,0307755. 1 



+ 1200.0 


85.0 



X'= 8,4883252.8 

r* 

[i = 

0,0307840.1 



+ 24.3 


1.9 



X"= 8,4S83277 . 1 

•V 

ji = 

0,0307841.9 


Um aus sii+tp den Logarithmen con 

\ 

y — si o tp 

zu finden, bediene man sieh /olgender Niiherungsformel: 

lo £ (.TiT? + A) - lo S ~ *) 

Uiedurch findet man den gesuchten Logarithmen za gross: Jolgende Ta/el gibt die 
anzubringende Correction in der 7. Decimale an: 

36* 
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Grem 

logsin 4 f 

te von 

V 

Abautchcnd* 

Correctum 

.... 

0 

o 

9,069 

26*54' 

1 

2 

9,147 

32 18 

9,184 

35 9 

3 

9,208 

37 10 

4 

9,226 

38 45 

5 

9,240 

40 3 

6 

9,262 

41 10 

7 

9,262 

42 10 

8 

9,271 

43 3 

9 

9,279 

43 51 

1 0 

9,2«6 

44 35 

1 1 

9,293 

45 15 


Zu Art. 90 und 100. 

Gauss an Bode. Gdttingen 1811, Sept. 1 0. 

[Abgedruckt im Astrouoiuischen Jahrbuclie ftlr daa Jahr 1814, S. 256; 
herausgegeben von Bode , Berlin 1811.] 

— — — Noch flige ich Ihrem Wunache zufolye einen kleinen Zusatz zu. 
meiner Theoria motus corporum coelestium bei. 

Zur Auflbsuny der wichtigen Aufgabe, ans zweien Rudiis vectoribus und dem 
eingeschlossenen Winkel die elliptischen oder hyperbolischen EI emente. zu bestimmen, 
Juibe ich mich mit grossem Vortheil einer HuJ/sgrosse ; bei der Ellipse, C bei der 
Hgperbel bedient, fiir welche ich jenem B r erke eine Tafel angehdngt habe, lie- 
rechnet ixt diese Tafel nach einem dort angefugten continuirten Bruche, dessen 
voUstandiye Ableitung aber dort nicht gegeben ist, und zu dessen theoretischer 
Entwickelung , die mit andern Untirsuchunyeu zusammenhiinyt , ich bisher noch 
nicht Gelegenheit yefunden habe. Es wird daher manchem lieb sein, hier einen 
andern Weg angezeigt zu finden, au/ icelchem man je ne Iliilfsgrosse ebenso bequem 
hdtte berechnm lebnnen. 

Wir haben (Art. 90.) 
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: _ r _ | i il — 

- * * * oX — X 

Der Zdhler die Res Bruche x verwandelt sich leirht, tcenn man fiir X die dori 
gegebene Reihe subetituiri, in 

rfr**(l + —*+-,— **+ Xunr*+xn^T^+etc.) 

Setzt man^aleo die Reihe 

l + T*+ . + etc. = A, 


so wird 

xX — | X-\- «,» = T $ r Axx 
X— 

1 — J* 

e -i*) 

~~ i-AM XX 

nach welcher Formel man E immer bequem and sicher berechnen kann. Filr Q 
braucht man nur — z atatt x zu setzen. 

Irh bemerke nur noch, dass man A noch bequemer nach fohjender Formel 
berechnen kann: 


a = (i— *)-*(!+ *-;> + ^jxi xx + rr rr ir i i **+ etc ~) 


Allein die Ablcitung dicser Reilte am der vorigen berukt au/ Griinden, die hier 
nicht ausge/iihrt werden Jconnen. [Sie findet sich in Art. 40. der aus dem hand- 
schrifitlichen Naclilass in Gacss Werken Bd. III. S. 209 aufgenommenen Abhand- 
lung: Determinatio seriei nostrae per aequationem differentialem secundi ordinis.] 


Zu Art. 9 1. 

Gauss hat in seiu Handexemplar die Formeln 

y~' = ,-a^ 

y=l + »h-Whh + \Wh' 
,jy= l+Vh-Hhh+WW 
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Pro ^^ y = ir-w 

eingeachricbcn ; in Bezug auf die lctzte will ich liier hinzufllgen, dass <len gesuchten 
Werthen von g fllr kleine Wcrthe von h noch nliher diejenigen liegen, welchc 
durch die Fornici 

3 = (1 +**)» 

bestimnit werden. 


Zu Art. 92. 

Handscliriliohe Aufeeichnung von Gacss: Die Gleichung 15* hat: 

1) Eiue reclle negative Wurzel, irenn H zicischen Jen Grenzen o und 

+ i+ys aehst zicci imnginliren. 

2) Drei reelle Wurzeln , worunter Eine positive, icenn II zicischen 

und 0. 

3) Eine reclle positive Wurzel und zwei imaginare, icenn H zicischen 
’ '~ v s und — co. 

-l) Drei reelle Wurzeln, unter denen Eine negat iv, icenn 11 zicischen 
— and -j- co. 

Offenbar kann also nur von Fall •! hier die llede sein, wo sich zwei positive 
Wurzeln finden, AHein die Eine derselben ist hier immer kleiner ais —4 ' ’ 1 , die 
under e griisser : letztere kcinn also aUein gultig sein. 

Dei dem irn Text angezeichneten Verfahren ist klar, dass die lelzte Gleichung 
nur dann zwei positive Wurzeln haben Iconnte, wenn znglcich 1 — Tl ncgaliv 
und jV — { H positio wtlre, icelches offenbar unnwglich ist, da ,' T — { /7 = 
1(1 — 


Zu Art. 108. 

. In sein Handexemplar der Theoria motus hat Gavss die folgenden 
Formelu eingeschrieben: 

est co secans anguli inter chnrdam et axem 
1 (0 4" ejusdem cotangens 
r '— r ejusdem rosinus = cos a 

r = (,+o«=.gT«-{,_ * ,/V- -I 

= i sin a’ {(/• + r) + ((r + r)'— p p) } 
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Tempus medium inter duo lora jnirabolira exhibetur per formulam 

1 I / r’—r ■ ’ . »(/r'—rr) ] 

' | | ^/r’fr + |> ^/r' +r-7 J ‘ |/r'+ r + p _ ^V+r— p j 

— l / r'— r _ . i rV— rr 

3i’ V( r ’ - f + p)— rV+ r— p)) li ■/(•■'+ r+fl-^+r- f>) 

Distantia in perihelio = 4 r + r ~ ‘ *' r , + r) ./~ f ?> 

-* ff — (r— 0’ 

An anderen Stolleu des handschriftlichcn Nachlasses von Gacss tinden 
sicli femer dic in diesera Abdrucke init der Bezeichnungsweise des Art. 1 i)S. 
wiedergegebenen Formeln: 

Zur Berechnunp der Chorde p aus Zeit t' — t uud Summe der heiden 
Radien = r -|- r 


Es se i 
[so wird] 


(r+r+p) 1 — (r+r— p) 1 = Gk(t'—t) 

l / {' + 7h)-i / (-'U ■ , 

Ji *— = 


[Setzt inan:] 
[so wird:] 


sin s{>* 




= cos 2 ■]> 


= ! *hi']»./cos2<{» 

4-. ; gin 3<j, 

Fs (r + r'} 1 T 

p . r f — r 

~—i = 81T1C&. — = 8111 1 

r-fr T* p 

2^-0= P /(r'+r).*^7; 

Au&schnitt 2 + cniyp 

Jjreirck 3 


1 (f + 0 = t ' k 2 (r + r)* sin -cos} ?(3 — 2sin 7*cos } :p’) 
p = (r -j- r ) sin x\ cos } -f’ = (r-f- r') sin x r . cos 2 ■]/ 
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cosx.tangtp = tang f 
tang x. eos -p = tang(F — x) . 
sin f. sin x . tang f <p = sin (2 x — F) 
siny.ainx . cotangj y — sinF 

F — f und F -fi f die wahren Anomalien. 

Zu Art. 1 14. 

Statt der von Gauss in dem ersten Drucke gegebenen Bedingungsgleichung 
fUr die Identitiit der Gleichang [7] habe ich dort dic allgemeine gesctzt. VergL 
oben die Bemerknngen zu Art. 1. 


Zu Art. 14 1. 

HandschriftKche Aufzcichnung von Gauss: 
z saltem duos calores reales habet, quoniam calores ipsius 

Q sin z 4 — sin (z-f- H) 

jrro z = 0 atque pro z = 180’ signa ojtposita habent, z non habet plures ca- 
lores reales quam 4 , quoniam 

rin (* + -4) 

inter z — 0 atipie z = ISO’ semel tantam fit maximum semel minimum, ac 
perinde, inter z = 180° et 360°. Scilicet hoc evenit quoties 

‘2tangz = — 3 cotang ^4 + ^(9 cotangyl* — 16) = 8 tang(z -j- A) 

. Zu Art. 168. 

Handschriftlichc Aufzeichnung von Gaitss, die Gleichungen I. und II. 
betrettend : 

Quodsi quidem x et x" inde eliminanda esset, ad aequationem ordinis 
64 “ delaheremur. 

Zu Art. 1 7 6. 

Handschriftliche Aufzeichnung von Gavss: 

Fliitten die Ilypothesen H, H.’ an sicli (d. i. vor dem Eintreten Von E oder 
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vor erlnngter Kermtniss voti diesem Eintreten) ungleicke Wahrscheinlichlceiten 
p, (j. gehabt, so wird man ihnen, nach der Erscheinung voti E, Wahrscheinlich- 
keilen beilegen milssen, die den Producten jxh, pii’ projmrtional sttid. 


Zu Art. 177. 

In Bezug des Theorema, welches hier dem La Place zugeachrieben wird, 
ist eine Aeusserung von Gacs» achon oben in der Bemerkung zu Art. 1 . mitgetheilt. 

Daa dort erwlihnte Verzcichnisa der Druckfehler ili Dr. Gauss’ Theoria 
motus corporum coelestium etc. Hamburgi 1809 vom Senator Bar. Oiuani [Monatl. 
Corr. Bd. XXI. S. 283] enthfilt folgende Btelle: Elegans theorema, quod tribuitur 
Illuatr. La Place, revera a Leonardo Eulero primum inventum eat. Et enim 
in Comment. Acad. PetropoL Toni. XVI, Eclerus ostendit, integrale 



sum tum ab x=1 ad x=0 esse = 'J-r. existente it semicnmferentia circuli, 
radio = 1 descripti. Iamvero ponendo x — e habetur 


= 2«-"tU 

lo* i) 

Idoque integrale Je~ tl dt a 1=0 ad t = co erit = i et propterea idem 
integrale a t = — oo ad / = — (— CX) fiet 

Nebeir dieae Stelle liat Gauss in sein Handcxemplar der Monatl. Corr. die 
Bemerkung eingeachrieben : 

Dies Theorem jindet sich a. a. 0. nicht, wohl aber p. 101. [Evolutio for- 
mulae iutegralia 

. . «» 

Jx' 'dx(logx)“ 

integratione a valore x = Q ad x = 1 extensa auctore L. Eulero, Theorema 2, 
Coroll. 4. §. 1 6.] folgendes: 

1 

/ dx./log]- = 

0 



O. TH. M. 


37 
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Schrcihi man hier x = e ", so wird 

Jitt e~ ,t (\t — i 

0 

Es isl ahcr 2 tte ,? d< = — d(<« tt )^-e "dt und te. ,? =0, soioohl 
fur t = 0 ais fur t — oo also 

J e~ U dt = jj/r 

o 

In seinen Vorlcsungen „ Methodus quadratorum minimorum epvujue usus in 
Astronomia, Gcodaesia Sublimiori et Scientia naturali" pflegte Gacss diesen Satz 
in der Woise abzuleiten, diuss er dic Gleichung 

( fZ- u &t) = //r"- w dx dy = /"-« pdp/d<p = - 

mit Illtlfe geometrischer Betraohtungen aufstellte, und dabei x, y ais reeht- 
winkclige Coordinaten , p, f ais Polar-Coordinaten der Punkte in einer Ebene 
voraussetzte. 

Gijttingen. Stermvarte. 1971 . Juni. 

Scherino. 
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